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Prefacio

Estos apuntes se han redactado como texto béasico para varias asignaturas de la la Es-
cuela Técnica Superior de Ingenieria Informatica de la Universidad Nacional de Educacién
a Distancia (UNED): Técnicas Avanzadas de Razonamiento (quinto curso de Ingenieria In-
formdtica, ahora en extincién), Modelos Probabilistas y Andlisis de Decisiones (cuerto curso
del Grado en Ingenieria en Tecnologias de la Informacién), Métodos Probabilistas en Inte-
ligencia Artificial (Master en Inteligencia Artificial Avanzada) y Andlisis de Decisiones en
Medicina (Master en Fisica Médica).

Algunos apartados que no estan completamente desarrollados hacen referencia al libro de
Castillo, Gutiérrez y Hadi [7], una obra excelente que, a pesar de que fue publicada hace bas-
tante tiempo, sigue siendo 1til para estudiantes e investigadores. También hacemos referencia
a un informe técnico orientado a la medicina [22]. Ambas referencias estan disponibles en
Internet.

Damos las gracias a los alumnos que nos han comunicado las erratas detectadas, especial-
mente a José Luis Sanz Yubero, Pilar Herrera Plaza, Fernando Giner Martinez, Jon Haitz
Legarreta Gorrono y Agustin Uruburu, asi como al Prof. Manuel Luque, de la UNED. Todos
los comentarios y sugerencias que recibamos nos serdn muy ttiles para preparar la préxima
version de estos apuntes.
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UNED, Madrid, octubre de 2014
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Capitulo 1

Fundamentos de redes bayesianas

Resumen

En este capitulo vamos a estudiar los conceptos fundamentales sobre redes bayesianas.
Como preparacién para su estudio, empezaremos repasando los aspectos mas elementales de
la teorfa de la probabilidad, explicaremos el método bayesiano ingenuo (que es un antecesor
de las redes bayesianas) y repasaremos también los conceptos basicos de la teoria de grafos.
Por fin, en la seccion 1.4 daremos la definicién de red bayesiana. Con el fin de entender mejor
las propiedades de estas redes, estudiaremos luego los grafos de dependencias e independen-
cias, y veremos que el grafo de una red bayesiana es un grafo de independencia. Por ultimo,
discutiremos la diferencia entre correlacion y causalidad y veremos cémo un grafo dirigido
puede tener tanto una interpretacién causal como una interpretacion probabilista, que pue-
den ser muy diferentes, aunque en el caso de las redes bayesianas suelen estar intimamente
relacionadas.

Contexto

Este capitulo ofrece, por un lado, un repaso de los conceptos sobre probabilidad y sobre
grafos que el alumno ha aprendido en Educacion Secundaria y en algunas de las asignaturas
de la carrera de informatica, y por otro, presenta dos métodos desarrollados en el campo de la
inteligencia artificial con el fin de resolver problemas del mundo real: el método probabilista
ingenuo y las redes bayesianas.

Objetivos

El objetivo de este capitulo es llegar a entender los fundamentos de las redes bayesianas y
aprender a manejar algiin programa de ordenador para modelos graficos probabilistas, como
Elvira u OpenMarkov.!

!Véase www.ia.uned.es/~elvira y www.openmarkov.org.
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Requisitos previos

Aunque se supone que el alumno ya posee conocimientos sobre probabilidad y sobre grafos,
hacemos un breve repaso para afianzar los conceptos que vamos a utilizar a lo largo de esta
asignatura.

Contenido

1.1. Repaso de la teoria de la probabilidad

1.1.1. Definiciones basicas sobre probabilidad

Una exposicién correcta de la teoria de la probabilidad debe apoyarse en la teoria de
conjuntos, concretamente, en la teoria de la medida. Sin embargo, dado que en esta asignatura
vamos a tratar solamente con variables discretas, podemos simplificar considerablemente la
exposicién tomando como punto de partida el concepto de variable aleatoria.

Definicién 1.1 (Variable aleatoria) Es aquélla que toma valores que, a priori, no conoce-
mos con certeza.

En esta definicién, “a priori” significa “antes de conocer el resultado de un acontecimiento,
de un experimento o de una eleccién al azar” (véanse también las definiciones 1.33 y 1.34).
Por ejemplo, supongamos que escogemos al azar una persona dentro de una poblacién; la edad
v el sexo que va a tener esa persona son dos variables aleatorias, porque antes de realizar la
eleccién no conocemos su valor.

Para construir un modelo matemédtico del mundo real —o, més exactamente, de una
porcién del mundo real, que llamaremos “sistema”— es necesario seleccionar un conjunto de
variables que lo describan y determinar los posibles valores que tomaré cada una de ellas. Los
valores asociados a una variable han de ser ezclusivos y exhaustivos. Por ejemplo, a la variable
edad podemos asociarle tres valores: “menor de 18 anos”, “de 18 a 65 anos” y “mayor de 65
anos”. Estos valores son exclusivos porque son incompatibles entre si: una persona menor
de 18 anos no puede tener de 18 a 65 anos ni mas 65, etc. Son también ezxhaustivos porque
cubren todas las posibilidades. En vez de escoger tres intervalos de edad, podriamos asignar a
la variable edad el nimero de anos que tiene la persona; en este caso tendriamos una variable
numeérica.

Es habitual representar cada variable mediante una letra maytscula, a veces acompanada
por un subindice. Por ejemplo, podemos representar la variable edad mediante X; y la varia-
ble sexo mediante Xo. Los valores de las variables suelen representarse con letras minisculas.
Por ejemplo, podriamos representar “menor de 18” mediante x7, “de 18 a 65” mediante x¢
y “mayor de 65" mediante x!. (Hemos escogido los superindices j, a y ¢ como abreviaturas
de “joven”, “adulto” y “tercera edad”, respectivamente.) Si en vez de representar un valor
concreto de los tres queremos representar un valor genérico de la variable X;, que puede ser
cualquiera de los anteriores, escribiremos x1, sin superindice. Los dos valores de la variable
sexo, X9, que son “varén” y “mujer”’, pueden representarse mediante x3 y x5’ respectiva-
mente.
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Cuando tenemos un conjunto de variables { X1, ..., X, }, lo representaremos mediante X.2
La configuracién x = (z1,...,x,) representa la configuracién de X en que cada variable X;
toma el correspondiente valor z;. En el ejemplo anterior, el par (z{,z3") indicaria que la
persona es una mujer adulta (entre 18 y 65 anos).

En estos apuntes vamos a suponer que todas las variables son discretas. Nuestro punto
de partida para la definicién de probabilidad sera el siguiente:

Definicién 1.2 (Probabilidad conjunta) Dado un conjunto de variables discretas X =

{X1,...,X,}, definimos la probabilidad conjunta como una aplicacién que a cada configura-
cién x = (zy,...,x,) le asigna un nimero real no negativo de modo que
Y Px)=> > Play,...,zn) =1 (1.1)
X x1 Tn
Recordemos que, segin la notacién que estamos utilizando, P(z1,...,z,) indica la pro-

babilidad de que, para cada i, la variable X; tome el valor z;. Por ejemplo, P(z{, z%") indica
la probabilidad de que la persona escogida por cierto procedimiento aleatorio sea una mujer
de entre 18 y 65 anos.

Definicién 1.3 (Probabilidad marginal) Dada una distribucién de probabilidad con-

junta P(z1,...,2,), la probabilidad marginal para un subconjunto de variables X' =
{X1,...,X],} € X viene dada por
P() =P, ....,2)= > Play,... zm) (1.2)
i | X ¢X!

El sumatorio indica que hay que sumar las probabilidades correspondientes a todos los
valores de todas las variables de X que no se encuentran en X’. Por tanto, la distribucién
marginal para una variable X; se obtiene sumando las probabilidades para todas las configu-
raciones posibles de las demas variables:

P(zi)= Y Plxi,...,zn) (1.3)

T |X]75X-L

Proposicién 1.4 Dada una distribucién de probabilidad conjunta para X, toda distribucion
de probabilidad marginal obtenida a partir de ella para un subconjunto X’ C X es a su vez
una distribucién conjunta para X'.

Demostracion. A partir de la definicién anterior es facil demostrar que P(f,...,2},) es un
nimero real no negativo; basta demostrar, por tanto, que la suma es la unidad. En efecto,

tenemos que

Y PE)=) > P, a) = Y > Pla,...,x)

x; |X1‘€X/ x; |X1€X/

Como las variables son discretas, el nimero de sumandos es finito, por lo que podemos
reordenar los sumatorios de modo que

Y PE)=) > Play,...,a,) =1 (1.4)

2 . . .. . .
En este libro daremos por supuesto que todos los conjuntos son disjuntos, es decir, que no tienen elementos
repetidos.
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con lo que concluye la demostraciéon. O

Corolario 1.5 Si a partir de una distribucién de probabilidad conjunta calculamos la distri-
bucién marginal para una variable cualquiera X;, la suma de los valores de esta distribucién

ha de ser la unidad:
> P(z;) =1 (1.5)

Ejemplo 1.6 Supongamos que tenemos una poblaciéon de 500 personas cuya distribucién por
edades y sexos es la siguiente:

N Varon Mujer | TOTAL

<18 67 68 135
18-65 122 126 248
>65 o7 60 117

TOTAL | 246 254 500

Realizamos un experimento que consiste en escoger una persona mediante un procedimiento
aleatorio en que cada una de ellas tiene la misma probabilidad de resultar elegida. En este
caso, la probabilidad de que la persona tenga cierta edad y cierto sexo es el nimero de
personas de esa edad y ese sexo, dividido por el total de personas en la poblacién: P(x1,z2) =
N(z1,z2)/N. Por tanto, la tabla de probabilidad serd la siguiente:

P Varoén Mujer TOTAL
<18 | P(ad,2) = 0134 P(a],z) = 0'136 | P(a)) = 0270
18-65 | P(z9,2y) = 0244 P(x%,2") = 0'252 | P(2%) = 0/496
>65 | P(al,23) = 0114 P(at,2) = 0'120 | P(zl) = 0234
TOTAL | P(xY) = (/492 P(z") = 0'508 1000

Las probabilidades marginales se obtienen sumando por filas (para X;) o por columnas
(para X3), de acuerdo con la ec. (1.2). Observe que estas probabilidades marginales también
se podrfan haber obtenido a partir de la tabla de la poblacién general. Por ejemplo: P(z]) =
N(21)/N =135/500 = 0'270. Naturalmente, la suma de las probabilidades de los valores de
cada variable es la unidad. O

Definicién 1.7 (Probabilidad condicional) Dados dos subconjuntos disjuntos de varia-
bles, X = {X1,..., X} e Y ={Y1,...,Y,,}, y una configuracién x de X tal que P(x) > 0,
la probabilidad condicional de y dado x, P(y|x), se define como

Py [x) = (1.6)

El motivo de exigir que P(x) > 0 es que P(x) = 0 implica que P(x,y) = 0, lo que darfa
lugar a una indeterminacion.

Ejemplo 1.8 Continuando con el ejemplo anterior, la probabilidad de que un varén sea
mayor de 65 afios es la probabilidad de ser mayor de 65 anos (z}) dado que sabemos que es
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varén (z8): P(x}|z8) = P(zt,28)/P(xy) = 0'114/0/492 = (/23171. Observe que, como era
de esperar, este resultado coincide con la proporcién de varones mayores de 65 anos dentro del
grupo de varones: N(x},z3)/N(x}) = 57/246 = (0'23171. En cambio, la probabilidad de que
una persona mayor de 65 afios sea varén es P(zy|z!) = P(zf,28)/P(a}) = 0'114/0/234 =
0’48718. Se comprueba asi que, en general, P(z1|z2) # P(x2|x1). Igualmente, se puede
calcular la probabilidad de que una persona mayor de 65 afos sea mujer: P(z5'|z}) =
Pz, 20")/P(x}) = 0'120/0'234 = 0'51282. Por tanto, P(xy|zt) + P(2] | 2}) = 0/48718 +
0’51282 = 1, como era de esperar, pues toda persona mayor de 65 anos ha de ser o varén o
mujer, y no hay otra posibilidad. O

Este resultado se puede generalizar como sigue:

Proposicién 1.9 Dados dos subconjuntos disjuntos de variables, X e Y, y una configuracion
x tal que P(x) > 0, se cumple que

vx, > Plylx)=1 (1.7)
y
Demostracion. Aplicando las definiciones anteriores,

S P10 =3 Y = S Ply) = P =1 (18)
Yy Yy

y

a

Observe que esta proposicién es el equivalente de la ecuacién (1.4) para probabilidades
condicionales.

Ejercicio 1.10 Como aplicacién de este resultado, comprobar que ) P(xz|r1) = 1 para
todos los valores de 1 en el ejemplo 1.6 (antes lo hemos demostrado sélo para z!). También
se puede comprobar que ) P(z1]|z2) =1, tanto para x5 como para 3"

Teorema 1.11 (Teorema de la probabilidad total) Dados dos subconjuntos disjuntos
de variables, X e Y, se cumple que

Ply)= Y. Plylx) P (1.9)

x| P(x)>0

Demostracion. Por la definicién de probabilidad marginal,
P(y) =) P(x,y)

Ahora bien, P(x) = 0 implica que P(x,y) = 0, por lo que sélo es necesario incluir en la suma
las configuraciones cuya probabilidad es positiva:

P(y)= > P(xy)

x| P(x)>0
Basta aplicar ahora la definiciéon de probabilidad condicional para concluir la demostracion.
O

Este resultado se puede generalizar como sigue (observe que la proposicién siguiente no
es mas que el teorema de la probabilidad total, con condicionamiento):
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Proposicién 1.12 Dados tres subconjuntos disjuntos de variables, X, Y y Z, si P(z) > 0,
se cumple que

P(ylz)= Y  Plylxz) P(x|z) (1.10)
x| P(x|z)>0

Demostracion. Por la definicién de probabilidad condicional,

Py 1o = TP = gy 3 Ply.)

Al igual que en el teorema anterior, basta sumar para aquellas configuraciones x tales que
P(x|z) > 0, que son las mismas para las que P(x,z) > 0, pues

P(z) >0= {P(x|z) =0« P(x,z) =0}
Por tanto
PylD = prs Y Peya= Y Lo
z x| P(x|z)>0 x| P(x|z)>0 z

Yo Poeyen) Poon) s~ by p(x| )

x| P(x|z)>0 P(X7Z) P(Z) x| P(x|z)>0

Ejemplo 1.13 (Continuacién del ejemplo 1.6) La probabilidad de ser varén dentro de cada
intervalo de edad es P(z}|z]) = 0'49630, P(z4|z}) = 049194 y P(x%|z}) = 0'48718. Aplican-
do el teorema de la probabilidad total,

P(a3) = > P(as|ar) - P(z1)
1
= 0'49630 - 0270 + 0'49194 - 0496 + 0'48718 - 0'243
=0'134 + 0244 + 0'114 = 0492
que es el valor que ya conociamos. O

Finalmente, enunciamos una proposicién que se deduce ficilmente de la definicién de
probabilidad condicional, y que nos va a ser de gran utilidad.

Proposicién 1.14 (Regla de la cadena) Dado un conjunto de variables X y una particién
{Xy,..., Xy} de X, se cumple que

k

P(x) =[] P(xil%is1, .., %) (1.11)
=1

Demostracion. Por la definiciéon de probabilidad condicional

P(x) = P(x1,...,%¢) = P(x1 | X0, %) - P(Xa,. .. %)
P(X2>"'7X/€):P(X2|X37"'axk)'P(XBa"'an)

P(kal, Xk) = P(Xk,1 ’ Xk) . P(Xk)

Basta sustituir cada igualdad en la anterior para concluir la demostraciéon. O
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Ejemplo 1.15 Sea X = {A, B,C, D, E}. Para la particién {{A, D}, {C},{B, E}} tenemos
P(a,b,c,d,e) = P(a,d|b,c,e)- P(c|b,e)- P(b,e)
Del mismo modo, para la particién {{B},{D},{C},{A},{E}} tenemos

P(a,bjc,d,e):P(b]a,c,d,e)‘P(dM,c,e)-P(C|a,e)-P(a|e)'P(e)

1.1.2. Independencia y correlacion
Independencia y correlacién (sin condicionamiento)

Definicién 1.16 (Valores independientes) Dos valores z e y de dos variables X e Y,
respectivamente, son independientes sii P(z,y) = P(x) - P(y).

Definicién 1.17 (Valores correlacionados) Dos valores = e y de dos variables X e Y,
respectivamente, estédn correlacionados sii no son independientes, es decir, sii P(z,y) # P(x)-
P(y). Cuando P(z,y) > P(x) - P(y), se dice que hay correlacién positiva. Cuando P(x,y) <
P(x) - P(y), se dice que hay correlacién negativa.

Ejemplo 1.18 (Continuacién del ejemplo 1.6) Entre ser varén y ser menor de 18 afos hay
correlacién positiva, porque P(z],23) = 0'134 > P(z]) - P(z4) = 0270 - 0/492 = /13284,
aunque es una correlacion débil. Igualmente, hay una débil correlacion positiva entre ser
mujer y mayor de 65 afios: P(z!,zJ') = 0'120 > P(z}) - P(25") = 0/234 - 0’508 = 0/118872.
En cambio, entre ser varén y mayor de 65 afios hay correlacién negativa, pues P(z},z3) =
0'114 < P(z}) - P(2%) = 0'234 - 0'492 = 0/115128.

Consideramos ahora una tercera variable, X3, el color de los ojos, de modo que z§? indica
“ojos azules”. Supongamos que la probabilidad de tener los ojos de un cierto color es la
misma para cada edad: P(x3|z1) = P(x3); entonces, dados dos valores cualesquiera x1 y 3,
han de ser independientes. Del mismo modo, si la probabilidad de tener los ojos de un cierto
color es la misma para cada sexo, entonces zo y x3 han de ser independientes [para todo par
(1’2, :133)] O

De los conceptos de independencia y correlacién entre valores podemos pasar a los de
independencia y correlaciéon entre variables.

Definicién 1.19 (Variables independientes) Dos variables X e Y son independientes sii
todos los pares de valores x e y son independientes, es decir, sii

Vz,Vy, P(z,y) = P(x)- P(y) (1.12)

Definicién 1.20 (Variables correlacionadas) Dos variables X e Y estan correlacionadas
sii no son independientes, es decir, sii

Jz,3y, P(z,y) # P(x)- P(y) (1.13)

Hemos visto anteriormente que, cuando dos valores estan correlacionados, la correlacién
ha de ser necesariamente o positiva o negativa. Sin embargo, en el caso de dos variables
correlacionadas la cuestion es bastante mas compleja. Intuitivamente, podemos decir que
entre dos variables X e Y hay correlacion positiva cuando los valores altos de una estan
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correlacionados positivamente con los valores altos de la otra y negativamente con los valores
bajos de ella; por ejemplo, dentro de la poblacién infantil hay correlacién positiva entre la edad
y la estatura. Por tanto, la primera condicion para poder hablar del signo de la correlacién
entre dos variables es que ambas sean ordinales; cuando una de ellas no lo es (por ejemplo,
el sexo y el color de ojos no son variables ordinales), no tiene sentido buscar el signo de
la correlacion. Ademds, es necesario establecer una definicién matemaética precisa, lo cual
encierra algunas sutilezas en las que no vamos a entrar, dado el caracter introductorio de
estos apuntes, por lo que nos quedamos con la definicién intuitiva anterior.

Estas definiciones de correlacion e independencia se pueden generalizar inmediatamente
de dos variables X e Y a dos conjuntos de variables X e Y, y de dos valores = e y a dos
configuraciones x e y.

Independencia condicional

Definicién 1.21 (Valores condicionalmente independientes) Sean tres valores x, y y
z de las variables X, Y y Z, respectivamente, tales que P(z) > 0; = e y son condicionalmente
independientes dado z sii P(z,y|z) = P(z|z) - P(y|z).

Definicién 1.22 (Variables condicionalmente independientes) Las variables X e Y
son condicionalmente independientes dada una tercera variable Z sii todo par de valores
x e y es condicionalmente independiente para cada z tal que P(z) > 0; es decir, sii

Vo, Vy,Vz, P(z) >0 = P(z,y|z)=P(z|z) - P(y|z) (1.14)
Estas definiciones son igualmente validas para conjuntos de variables X, Y y Z.

Proposicién 1.23 Sea un conjunto de variables Y = {Y1,...,Y,,} condicionalmente in-
dependientes dada la configuracién x de X, es decir, P(y|x) = [[j.; P(y;|x). Para todo
subconjunto Y’ de Y se cumple que:

vy', P(y'|x) = H P(y;]x) (1.15)
Jjly;ey’

Demostracion. Por la definiciéon de probabilidad marginal,

Py'|x)= > Plylx)= > HPyy!x

yi | Y; €Y’ y;i | Y;¢Y j=1
=| II Pwix| | > IT Pwix
Jly;ey’ yi 1YY" J1Y;8Y7

Aplicando la propiedad distributiva de la suma y el producto recursivamente dentro del se-
gundo corchete, se van “eliminando” variables, con lo que al final se obtiene la unidad. El
siguiente ejemplo ilustra el proceso.

Ejemplo 1.24 Sean Y = {Y1,Y2,Y5,Yy, Y5} e Y = {Y7,Y,}. Supongamos que se cumple la
condicién (1.15), que para este ejemplo es

P(y1,92,93,y4,y5 | x) = P(y1x) - P(y2|x) - P(y3|x) - P(ya|x) - P(ys|x)
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El célculo de P(y1,y4|x) se realiza asi

P(yi,yalx) =Y > > Py1,y2,y3, Y1, ys | X)

Y2 Y3 Ys

=P(y1|x) P(ya|x) - [ZZZPle P(ys|x) - (y5|X)]

Y2 Ys Y5
El resultado de calcular los sumatorios da la unidad, pues

3> Ply2]x) - Plys|x) - Plys [x) = > > P(yz|x) - P(ys | %) <ZP(y5X)>

Y2 Yz Ys Y2 Y3 Y5

=> P(y2]x) (ZP(ZI3|X)>
= Pplx) =1
Y2

Proposicién 1.25 Sea un conjunto de variables Y = {Y7,...,Y},} condicionalmente inde-
pendientes dada la configuracién x de X. Sean Y’ e Y” dos subconjuntos disjuntos de Y.
Para todo par de configuraciones y’ e y” se cumple que

P(y',y"Ix) = P(y'|x) - P(y"[x) (1.16)
P(y'|x,y") = P(y'|x) (1.17)

Demostracion. Por la proposiciéon anterior,

Py y"Ix)= I Pwlx=| ] Pwlx|-| [ Pwlx

JYE(YuY”) 1YY JlY;ex”

=Py'|x) - P(y"|x)
con lo que se demuestra la primera ecuacién, y de ella se deduce la segunda:

S Peyy) POLY'IR) PN PEX)
)= Py T P ™ Phiw LW

P(y'|x,y

Ejemplo 1.26 Sea de nuevo el conjunto Y = {Y7, Yo, Y3, Yy, Y5} de variables condicionalmen-
te independientes dada x. Sean Y’ = {¥1,Y,} e Y” = {Y3}. La proposicién que acabamos
de demostrar nos dice que

P(y1,92,y4|x) = P(y1, 94| %) - P(y2 %)
P(y1,ya|x,92) = P(y1,y4|x)

Estas dos proposiciones nos seran muy utiles mas adelante.
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1.1.3. Teorema de Bayes
Enunciado y demostracién

La forma clésica del teorema de Bayes es la siguiente:

Teorema 1.27 (Teorema de Bayes) Dadas dos variables X e Y, tales que P(x) > 0 para
todo = y P(y) > 0 para todo y, se cumple
P(z) - P(y|x)

P(z|y) = S P Ply | 2) (1.18)

Este teorema se puede generalizar asi:

Teorema 1.28 (Teorema de Bayes generalizado) Dadas dos configuraciones x e y de
dos subconjuntos de variables X e Y, respectivamente, tales que P(x) > 0y P(y) > 0, se
cumple que
P(x) - P(y|x)
P(x') - P(y|x')
x| P(x’)>0

P(x|y) = (1.19)

Demostracion. Por la definicién de probabilidad condicional, P(x,y) = P(x)- P(y|x), y por
tanto,
P(x,y P(x)-Ply|x
Pixly) - PO PG Ply |
P(y) P(y)

Basta aplicar el teorema de la probabilidad total (proposicién 1.11) para completar la demos-

traciéon. O

Proposicién 1.29 Dados tres subconjuntos disjuntos X, Y y Z, si P(y,z) > 0, se cumple
que
P(x,y|z) = P(x|y,z) P(y|z) (1.20)

Demostracion. Veamos primero que

P(z)=> P(y,z)>0
y

Teniendo en cuenta que —por la definicién de probabilidad condicional— P(x,y,z) =
P(x|y,z)- P(y,z), llegamos a
P(X,y,Z) P(X|Y7z)'P(y’z)

P(x,y|z) = P P2 = P(x|y,z)  P(y|z)

como queriamos demostrar. O

Proposicién 1.30 (Teorema de Bayes con condicionamiento) Dadas tres configura-
ciones X, y y z de tres conjuntos de variables X, Y y Z, respectivamente, tales que P(x,z) > 0
y P(y,z) > 0, se cumple que

P(x|z) - P(y|x,2)

>,  Plylx,z) P(¥|z)
x| P(x'|z)>0

P(x|y, 2z) =
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Demostracion. Por la definicién de probabilidad condicional,
P(vavz) _ P(y‘X,Z) i P(X7Z)

P(x|y,z) = = 1.21
Por otro lado, P(x,z) > 0 implica que P(z) > 0, por lo que podemos escribir
P -P P P -P
P(X|y,Z) _ (y!x, Z) (X,Z)/ (Z> _ (y’X,Z) (X’Z) (122)

P(y,z)/ P(z) P(y|z)

Basta ahora aplicar la ecuacién (1.10) para concluir la demostracién. O

Aplicacién del teorema de Bayes

En la practica, el teorema de Bayes se utiliza para conocer la probabilidad a posteriori
de cierta variable de interés dado un conjunto de hallazgos. Las definiciones formales son las
siguientes:

Definicién 1.31 (Hallazgo) Es la determinacién del valor de una variable, H = h, a partir
de un dato (una observacién, una medida, etc.).

Definicién 1.32 (Evidencia) Es el conjunto de todos los hallazgos disponibles en un de-
terminado momento o situacién: e = {Hy = hy,..., H, = h,}.

Definicién 1.33 (Probabilidad a priori) Esla probabilidad de una variable o un conjunto
de variables cuando no hay ningin hallazgo.

La probabilidad a priori de X coincide, por tanto, con la probabilidad marginal P(x).

Definicién 1.34 (Probabilidad a posteriori) Es la probabilidad de una variable o un
conjunto de variables dada la evidencia e: P(x|e).

Ejemplo 1.35 En un congreso cientifico regional participan 50 representantes de tres uni-
versidades: 23 de la primera, 18 de la segunda y 9 de la tercera. En la primera universidad,
el 30% de los profesores se dedica a las ciencias, el 40% a la ingenieria, el 25% a las humani-
dades y el 5% restante a la economia. En la segunda, las proporciones son 25%, 35%, 30% y
10%, respectivamente, y en la tercera son 20%, 50%, 10%, 20%. A la salida del congreso nos
encontramos con un profesor. ;Cudl es la probabilidad de que sea de la tercera universidad?
Y si nos enteramos de que su especialidad es la economia, jcudl es la probabilidad?

Solucion. Sirepresentamos mediante X la variable “universidad” y mediante Y la especia-
lidad, la probabilidad a priori para cada una de las universidades es: P(z!) = 23/50 = 0/46;
P(x?) = 18/50 = 0'36; P(2®) = 9/50 = 0/18. Por tanto, la probabilidad de que el profesor
pertenezca a la tercera universidad es “18%”.

Para responder a la segunda pregunta, aplicamos el teorema de Bayes, teniendo en cuenta
que la probabilidad de que un profesor de la universidad = sea de la especialidad y viene dada
por la siguiente tabla:

P(y|z) | 2t 2 a2
¢ 0’30 0’25 0720
‘ 040 035 050
yh 0’25 0’30 0’10
€ 0’05 0’10 0720

NSNS

<
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Por tanto,

P(z?)- P(y¢|2®) 018 - 020
S P(x)- P(y¢|x) 046005+ 0'36 - 0/10 + (/18 - 0/20

x

P(a3]y°) = = 0'379

Es decir, la probabilidad de que un profesor de economia asistente al congreso pertenezca
a la tercera universidad es el 37'9%. Observe que en este caso la evidencia era {Y = y°}
(un solo hallazgo) y el “diagnéstico” buscado era la universidad a la que pertenece el pro-
fesor, representada por la variable X. Hemos escrito “diagndstico” entre comillas porque
estamos utilizando el término en sentido muy amplio, ya que aqui no hay ninguna anomalia,
ni enfermedad, ni averia que diagnosticar. Propiamente, éste es un problema de clasificacion
bayesiana: se trata de averiguar la clase —en este ejemplo, la universidad— a la que pertenece
cierto individuo. En realidad, los problemas de diagndstico son sélo un caso particular de los
problemas de clasificacién. O

Forma normalizada del teorema de Bayes En el ejemplo anterior podriamos haber
calculado la probabilidad para cada una de las tres universidades, una por una. Sin embargo,
si necesitamos conocer las tres probabilidades P(z |y), puede ser mas cémodo aplicar la forma
normalizada del teorema de Bayes, que es la siguiente:

P(z|y) = a- P(x)- P(y| ) (1.23)

En esta expresion,

o =

-1
> P@)- Py w’)] = [P(y)]™" (1.24)

pero en realidad no necesitamos preocuparnos de su significado, ya que podemos calcularla
por normalizacién, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.36 (Continuacién del ejemplo 1.35) Para calcular la probabilidad a posteriori de
cada universidad (es decir, la probabilidad sabiendo que es un profesor de economia) aplicamos
la ecuacién (1.23):
P(z'|y?) = a- P(z') - P(y*|2') = a - 046 - 005 = 0/023
P(z?|y?) = a- P(z?) - P(y°|2?) = a- 0’36 - 010 = 0'036
P(x3|y®) = a- P(x3) - P(y¢|2®) = a- 018 - 0'20 = 0036«
Recordando que las probabilidades han de sumar la unidad, tenemos que
P(x! |9) + P(z% |y°) + P(2® | y°) = 0/023c 4 0/0360r + 0/0360 = 009500 = 1
de donde se deduce que o = 0'095~! = 10526 y, por tanto,
P(x!]y®) = 0242
P(z?|y°) = 0’379
P(z3|y°) = 0’379
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Observe que la probabilidad a posteriori P(z |y) depende de dos factores: de la proba-
bilidad a priori de que el profesor pertenezca a la universidad, P(z), y de la proporcién de
profesores de la especialidad en cuestién que hay en cada universidad, P(y | x). A este segundo
factor se le conoce como verosimilitud (en inglés, “likelihood”). En el ejemplo que acabamos
de considerar, P(x?|y¢) = P(2®|y°), pues, por un lado, la probabilidad a priori de la segunda
universidad es el doble que el de la tercera, pero, por otro, la verosimilitud de que un profesor
de economia pertenezca a la tercera es el doble que para la segunda (porque en la segunda
hay un 10% de profesores de economia mientras que en la tercera hay un 20%) de modo que
lo uno compensa lo otro. Vamos a insistir sobre la ponderacién de probabilidad a priori y
verosimilitud en el proximo apartado.

Forma racional del teorema de Bayes

Supongamos que queremos comparar la probabilidad a posteriori de dos diagnésticos, z?
v 27 En este caso, tenemos que

P(ily) _ a-P(')-Plyla’) _ P(a)) Py|e)
P(aily) ~ a-Pla))-Ply|e)  Plad) Ply|o)

(1.25)

El término P(x')/P(2’) se conoce como razén de probabilidad (en inglés, “odds ratio™),
mientras que P(y|z')/P(y|x?) se denomina razén de verosimilitud (“likelihood ratio”).
Ejemplo 1.37 En el ejemplo 1.35 se observa que

P(z'|y)  P(z') P(y°|z') 046 005
P(z2|y) P(x?) P(y¢|z?) 036 010
En efecto, 0'242/0/379 = 0’639. Del mismo modo

P(a®|y) _ P(a?) P(y|a?) 086 010 1 _
P(23[y) ~ P(a%) P(y°[a%) 018 020 =~ 2

=1'278 - 0'5 = 0639

Tal como deciamos en el apartado anterior, la probabilidad a posteriori es la misma para
ambos valores, pues la razén de probabilidades a priori favorece a 2 frente a 23, mientras
que la razén de verosimilitud favorece a 23 frente a 22 en la misma medida, por lo que ambos
efectos se compensan, dando lugar a un “empate”. O

Observe que, para variables no binarias, la forma racional del teorema de Bayes permite
conocer la razén de probabilidad a posteriori entre dos valores, pero no sus valores concretos.
Sin embargo, en el caso de una variable binaria, podemos calcular la probabilidad de cada
valor a partir de su razén de probabilidad. Concretamente, cuando X toma los valores +x y
-z, suelen aplicarse las siguientes definiciones:

= Razén de probabilidad de X a priori

P(+z)  P(4x)
P(-x) 1— P(+x)

RP,..(X) = (1.26)

= Razén de probabilidad de X a posteriori

_ P(tzly) _ P(Hzly)
st = Pealy) = 1= Plrely) 20
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= Razén de verosimilitud para X dado y

Ply| +=)
RVx(y) = 1.28
W=y 129
A partir de la ecuacién (1.27) podemos hallar P(+z |y):
RPpost(X
P(+z|y) = _ RPpost(X) (1.29)

1+ RPpost(X)

La figura 1.1 representa la razén de probabilidad como funcién de la probabilidad. Se
observa que cuando P(+x) = 0, RP(X) = 0; cuando P(+z) < P(—x) (es decir, cuando
P(+z) < 0'5), RP(X) < 1; cuando P(+z) = P(-x) = 0’5, RP(X) = 1; cuando P(+x) >
P(—z), RP(X) > 1; y, finalmente, cuando P(+z) — 1, RP(X) — oo.

25
20
15

RP
10

Figura 1.1: La razén de probabilidad RP(X) como funcién de la probabilidad P(+z).

Con las definiciones anteriores, la ecuacién (1.25) puede expresarse como
RPpost(X) = RPpre(X) - RVx(y) (1.30)

y una vez conocida RP,,s(X) se obtiene P(4x |y) a partir de la ecuacién (1.29).

Ejemplo 1.38 Supongamos que tenemos una enfermedad X que puede estar presente (+x)
o ausente (—z), y un sintoma asociado Y que puede ser leve (3'), moderado (y™) o severo (y*),
aunque la mayor parte de la poblacién no presenta el sintoma (y®). Un estudio epidemiolégico
realizado con 10.000 personas ha dado la siguiente tabla:

N +x -
y° 50 8.500
! 80 1.000
y™ | 100 150
y° 70 50
Total | 300 9.700

(1.31)
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y nos piden que calculemos mediante la ecuacién (1.30) la probabilidad de tener la enfermedad
en cada caso. Para ello, debemos empezar calculando la razén de probabilidad a priori de X:
RPpe(X) = 300/9.700 = 0'0309. Si el sintoma est4 ausente,

P(y*| +x) N(4z,y*)/N(+z) 01667

RVx (y*) = = = = 0'1902
X = iyl m) = N(aw,yo)/N(-a) 08763
de modo que RPposi(X) = 0/0309 - 01902 = 00059 y
RP,ost(X 00059
P(+z|y®) = bost(X) = 00058 (1.32)

14 RPyst(X) 1+ 00059

Del mismo modo se calcula que RVx (y') = 2/587, RP,ost(X) = 0/0800 y P(+z|y!) = 0'0741;
RVx (y™) = 21’5556, RPpost(X) = 06667 y P(+x|y™) = 04000; finalmente, RVx(y®) =
452667, RPyost(X) = 14000 y P(+z|y*) = 0/5833. O

Sensibilidad, especificidad, prevalencia y valores predictivos FEn medicina, cuando
tenemos una enfermedad X que puede estar presente (4+x) o ausente (—x) y un hallazgo Y
asociado a tal enfermedad —por ejemplo, un sintoma o un signo que puede estar presente
(+y) o ausente (—y), o una prueba de laboratorio que puede dar positiva (+y) o negativa
(—y)— es habitual emplear las siguientes definiciones:

Prevalencia P(+x)
Sensibilidad P(+y|+ )
Especificidad P(—y|—x)

Valor predictivo positivo (VPP) | P(+x|+y)
Valor predictivo negativo (VPN) | P(—z|-y)

En este caso, el teorema de Bayes puede expresarse como:

Sens x Prev

VPP =
Sens x Prev + (1 — Espec) x (1 — Prev)

(1.33)

Espec x (1 — Prev)

VPN =
(1 — Sens) x Prev+ Espec x (1 — Prev)

(1.34)

En la figura 1.2 se observa que el valor predictivo positivo aumenta considerablemente al
aumentar la especificidad y muy levemente al aumentar la sensibilidad; de hecho, VPP =1
sélo si la especificidad vale 1; por tanto, para confirmar la presencia de una enfermedad
deberemos buscar pruebas muy especificas. Andlogamente, en la figura 1.3 se observa que el
valor predictivo negativo aumenta al aumentar la sensibilidad, por lo que para descartar una
enfermedad con certeza deberemos buscar sintomas o signos muy sensibles.

3En realidad, estamos utilizando la tabla de frecuencias para obtener el valor de mdzima verosimilitud de
la probabilidad, pero esta es una cuestion de inferencia estadistica en la que no vamos a entrar.
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Figura 1.3: Valor predictivo negativo (prevalencia=01).

1.2. Método bayesiano ingenuo

Acabamos de explicar cémo puede aplicarse el teorema de Bayes cuando tenemos una
variable diagnéstico X y un hallazgo Y. Sin embargo, en los problemas del mundo real
existen varios diagndsticos posibles (distintas averias, enfermedades diversas, etc.) y por ello
tenemos que ser capaces de aplicar el teorema de Bayes en problemas méas complejos.

Una forma de intentarlo es la siguiente: supongamos que tenemos un conjunto de n en-
fermedades o anomalias que queremos diagnosticar; cada una de ellas vendra representada
por una variable D;; si sélo queremos diagnosticar la presencia o ausencia de la anomalia, se
tomara una variable binaria, con valores +d; y —d;; si queremos precisar mas, por ejemplo,
senalando el grado de D;, tomara varios valores df. Los m hallazgos posibles vendrén repre-
sentados por las variables Hy,..., H,,. El teorema de Bayes (ec. (1.19)) nos dice entonces
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que

P(dy,...,dn| b1, ho)
Pdy,....dy) - P(hy,... . hw | di, ... dy)
S Py, d) Phy, . e |y d)

(1.35)

Sin embargo, esta expresion es imposible de aplicar por la enorme cantidad de informacién
que requiere: necesitariamos conocer todas las probabilidades a priori P(d) y todas las pro-
babilidades condicionales P(h|d). En el caso de variables binarias, habria 2" probabilidades
a priori y 2" probabilidades condicionales, lo que significa un total de 2™*" — 1 pardmetros
independientes. Un modelo que contenga 3 diagnésticos y 10 hallazgos posibles requiere
8.191 parametros; para 5 diagnodsticos y 20 hallazgos se necesitan 331554.431 pardmetros,
y para 10 diagndsticos y 50 hallazgos, 13152.9215,504.6061846.975 pardmetros. Obviamente,
este método es inaplicable, salvo para modelos extremadamente simples.

Por ello se introduce la hipétesis de que los diagndsticos son exclusivos (no puede haber
dos de ellos a la vez) y exhaustivos (no hay otros diagndsticos posibles). Esto permite que
en vez de tener n variables D; tengamos una sola variable, D, que toma n valores d’ (los
n diagnésticos posibles), de modo que la probabilidad de un diagndstico cualquiera d viene
dada por
_ P(d)-P(hy,...,hy|d)

%;P(d’) - P(h1,...,hpy | d)

P(d|hy,... ¢y (1.36)

Este modelo simplificado requiere n probabilidades a priori P(d) y, si las variables H; son
binarias, 2™ - n probabilidades condicionales P(h|d), lo que significa 2™ - n — 1 pardmetros
independientes. Es decir, para 3 diagnésticos y 10 hallazgos harian falta 3.071 parametros;
para 5 diagnésticos y 20 hallazgos, 51242.879 parametros, y para 10 diagnésticos y 50 ha-
llazgos, 11.2582999.068;426.239. La reduccion es significativa (dos 6rdenes de magnitud en el
ultimo caso), pero claramente insuficiente.

Por tanto, se hace necesario introducir una nueva hipétesis, la de independencia condi-
ctonal: los hallazgos son condicionalmente independientes entre si para cada diagndstico d.
En forma matematica, se expresa asi:

Vd, P(hi,...,hp|d) = P(hy|d)-... - P(hy|d) (1.37)
de modo que la probabilidad resultante para cada diagndstico d es

P(d)-P(hy|d)-... P(hy|d)

P coshp) = 1.
(d] R ) SSP(d)-P(hy|d) ... P(hm|d) (1.38)
dl
0, en forma normalizada
P(d|hi,...,hp) =a-P(d)-P(hy|d)-... - P(hy|d) (1.39)

Observe que esta expresién es una generalizacién de la ecuacién (1.23).

4E] ntimero de pardmetros independientes es el nimero total de pardmetros menos el nimero de ligaduras.
En este caso, ademés de la ligadura ), P(d) = 1, hay 2" ligaduras >, P(h|d) = 1, una para cada d, por lo
que el niimero de pardmetros independientes es (2" 4+ 2™t") — (1 +2") = 2™+™ — 1.
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Este modelo simplificado requiere n probabilidades a priori P(d) y, si las variables H;
son binarias, 2m - n probabilidades condicionales P(h;|d), lo que significa n —1+m -n =
n-(m+1)—1 pardmetros independientes. Por tanto, para 3 diagndsticos y 10 hallazgos harfan
falta 32 pardametros; para 5 diagnésticos y 20 hallazgos, 104 pardmetros, y para 10 diagndsticos
y 50 hallazgos, 509. Con esta drastica reduccién, el problema ya resulta abordable.

De acuerdo con la representacion grafica de independencia probabilista, que estudiaremos
en la seccién 1.5, el modelo bayesiano ingenuo se corresponde con el grafo de la figura 1.4.

©)

Figura 1.4: Representacién del método probabilista ingenuo mediante un grafo de indepen-
dencia.

Ejemplo 1.39 Cierto motor puede tener una averia eléctrica (con una probabilidad de 10~3)
o mecénica (con una probabilidad de 107°). El hecho de que se produzca un tipo de averfa
no hace que se produzca una del otro tipo. Cuando hay averia eléctrica se enciende un piloto
luminoso el 95% de las veces; cuando hay averia mecédnica, el 99% de las veces; y cuando
no hay averia, el piloto luminoso se enciende (da una falsa alarma) en un caso por millén.
Cuando no hay averia, la temperatura estd elevada en el 17% de los casos y reducida en el 3%;
en el resto de los casos, estd en los limites de normalidad. Cuando hay averia eléctrica, esta
elevada en el 90% de los casos y reducida en el 1%. Cuando hay averfa mecénica, estd elevada
en el 10% de los casos y reducida en el 40%. El funcionamiento del piloto es independiente de
la temperatura. Si se enciende el piloto y la temperatura estd por debajo de su valor normal,
icudl es el diagnéstico del motor?

Solucion. Aplicamos el método bayesiano ingenuo. La afirmacion “el hecho de que se
produzca un tipo de averia no hace que se produzca una del otro tipo” nos permite conside-
rarlos como dos variables independientes. Sin embargo, como hemos discutido anteriormente,
esto nos obligaria a considerar un modelo con muchos méas parametros de los que nos ofrece
el enunciado. Por eso introducimos la hipétesis de que los diagnésticos son exclusivos, lo cual
es una aproximacién razonable, ya que es sumamente improbable que se den los dos tipos de
averfa simultdaneamente: 1072 - 107° = 10~8. Sin embargo, estos dos diagnésticos no son ex-
haustivos, porque es posible que no haya averia ni eléctrica ni mecénica. Por ello, la variable
diagnéstico D ha de tomar tres valores posibles: d° (averia eléctrica), d™ (averia mecénica)
y d" (ninguna de las dos, es decir, estado de normalidad). La probabilidad a priori para D
es la siguiente: P(d®) = 0'001; P(d™) = 0'00001; P(d™) = 099899.

Si representamos el estado del piloto luminoso mediante la variable L, los estados posibles
son +/ (encendido) y -l (apagado), y la probabilidad condicional P(l|d) viene dada por la
siguiente tabla:

P(l|d) | d° dm d"
+l 0’95 0’99 0°000001
=l 0’05 0’01 0999999
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La temperatura puede venir representada por una variable T', de tres valores: " (normal),
t¢ (elevada) y t" (reducida); la tabla de probabilidad condicional es la siguiente:

Pt|d) | d¢ dm v
t 090 010 017
" | 009 050 080
| 001 040 003

La afirmacién del enunciado “el funcionamiento del piloto es independiente de la tempe-
ratura” podemos interpretarla como una declaracion de independencia condicional entre las
variables L y T para cada diagnéstico: P(l,t|d) = P(l|d) - P(t|d). Con esto, se cumplen
ya las condiciones para poder aplicar el método bayesiano ingenuo (fig. 1.5), que en su forma
normalizada nos dice que

P(d|l,t) = a- P(d)- P(l|d)- P(t|d)

Figura 1.5: El piloto luminoso (L) y la temperatura (T') son signos de averia (D).

Concretamente, para la pregunta planteada en el problema

P(de] +1,t") = a- P(d°) - P(+1]d°) - P(" | d°)
P(d™| +1,t") = a- P(d™) - P(+1|d™) - P(t" |d™)
P(d"| +1,t") = a- P(d") - P(+1|d") - P(t" | d")

y, sustituyendo los valores numéricos,

P(d®| +1,t") = a-0001-095- 001 = 0'0000095« = 0'70423
P(d™| +1,t") = «-0'00001 - 0'99 - 0’40 = 0'00000396cx = 029355
P(@d™| +1,t") = - 099899 - 0000001 - 0’03 = 000000002997« = (/00222

donde el valor de a se ha calculado por normalizacién (o = 74.129). En conclusién, el
diagndstico més probable es que haya averia eléctrica (70%), aunque también podria tratarse

de una averia mecénica (29%). La probabilidad de que sea una falsa alarma es muy pequena
(022%).

1.2.1. Forma racional del método bayesiano ingenuo

Cuando el objetivo es comparar la probabilidad relativa de dos diagndsticos, d y d’, el
método bayesiano ingenuo puede expresarse en forma racional asi:

P|hy,....hw) _ P(d) Plhuld)  Plh|d)

P& [hty- o shm)  P(@) P(a]d) " Plhm|d)

(1.40)
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En el problema anterior (ejemplo 1.39), si s6lo quisiéramos saber si es més probable que
la averia sea eléctrica o mecanica, tendriamos

P(d®| +1,t")  P(d°) P(+l]d°) P(t"|d°)

P(d™| +1,t7) — P(d™) P(+l|d™) Pt |d™)
_ 0001 0’95 001
000001 0’99 0740

1
=100-0'96 - — = 240
40

Esto nos permite comprobar que el hallazgo +I casi no influye en el diagnéstico, pues el
valor de P(+1|d®)/P(+l|d™) es casi la unidad; en cambio, el hallazgo t" aporta evidencia a
favor de d™ frente a d°, pues es 40 veces més verosimil para d™ que para d°. A pesar de eso,
prevalece el diagnéstico d¢, porque su probabilidad a priori era 100 veces mayor que la de d™.

En el caso de que D sea una variable binaria que representa la presencia (+d) o ausencia
(—d) de una anomalia, podemos utilizar las definiciones (1.26), (1.27) y (1.28) para calcular
la razén de probabilidad de D dada la evidencia {hy, ..., h,}:

RP,0st(D) = RPpre(D) - RVp(hy) - ... - RVp(hy) (1.41)

Esta expresion es una generalizacion de la (1.30) para el caso de miltiples hallazgos. A partir
de RP,ost(D) se obtiene facilmente la probabilidad posteriori mediante la ecuacién (1.29).

Finalmente, conviene senalar que en el método bayesiano ingenuo (cualquiera que sea la
forma en que se exprese) s6lo se han de tener en cuenta las variables-hallazgos cuyo valor se
conoce; los posibles hallazgos cuyo valor no ha llegado a conocerse, deben omitirse, como si
no formaran parte del modelo. Por ejemplo, si hay cuatro hallazgos posibles (m = 4), y en
un caso particular s6lo se han observado h; y hy, la ecuacién (1.41) queda reducida a

RPyost(D) = RPprc(D) - RVp(h1) - RVp(ha)
Si mas tarde se observa hg, la nueva probabilidad a posteriori se puede calcular como
RPI;OSt(D) = RPyost(D) - RVp(h2) = RPye(D) - RVp(h1) - RVp(ha) - RVp(hg)

Como era de esperar, el orden en que se introducen los hallazgos no influye en el resultado
final.

1.2.2. Discusién

El desarrollo de programas de diagnéstico basados en técnicas bayesianas comenzé en los
anos 60. Entre los sistemas de esa década destacan el de Warner, Toronto y Veasy para el
diagnéstico de cardiopatias congénitas [81], los de Gorry y Barnett [30, 31] y el programa
creado por de Dombal y sus colaboradores para el diagnéstico del dolor abdominal agudo
[16]. Aunque estos programas dieron resultados satisfactorios, el método bayesiano ingenuo
fue duramente criticado, por los motivos siguientes:

1. La hipotesis de diagndsticos exclusivos y exhaustivos es pocas veces aplicable en casos
reales [74]. En la mayor parte de los problemas de diagndstico médico, por ejemplo,
pueden darse dos enfermedades simultaneamente, con lo que el método ingenuo resulta
totalmente inadecuado. Por otra parte, suele ser muy dificil o imposible especificar
todas las causas que pueden producir un conjunto de hallazgos.
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2. Igualmente, la hipdtesis de independencia condicional, tal como se introduce en el
método ingenuo, es muy cuestionable [78]. Normalmente, los hallazgos correspondientes
a cada diagnostico estan fuertemente correlacionados, por lo que dicha hipdtesis resulta
inadmisible, pues lleva a sobreestimar la importancia de los hallazgos asociados entre si.
(Mas adelante veremos que las redes bayesianas resuelven este problema introduciendo
causas intermedias, con lo que la hipétesis de independencia condicional resulta mucho
mas razonable.)

Estas dos hipdtesis son las que hacen que el método lleve el nombre de “ingenuo”, pues
se considera una ingenuidad pensar que tales hipotesis se cumplen en el mundo real.

3. Ademds, sigue existiendo el problema de la gran cantidad de pardmetros necesarios en el
modelo, incluso después de introducir las dos hipétesis anteriores. Como hemos explica-
do ya, el modelo requiere n-(m+1) — 1 pardmetros independientes, lo cual significa, por
ejemplo, que para 10 diagnésticos y 50 hallazgos, se necesitan 509 parametros; es decir,
que incluso para un problema sencillo —comparado con los que se dan en la practica
clinica diaria— la construccién del modelo es bastante complicada.

4. Por 1ltimo, desde el punto de vista de la construccién de sistemas expertos, el método
bayesiano ingenuo presenta el inconveniente de que la informacion no estd estructurada,
lo cual complica el mantenimiento de la base de conocimientos, ya que ésta consiste
exclusivamente en un montén de parametros, por lo que es dificil incorporar al modelo
nueva informacion.

Por todo ello, en la década de los 70 se buscaron métodos de diagnéstico alternativos,
como fueron el modelo de factores de certeza de MYCIN y la légica difusa. Sin embargo,
en la década de los 80, con el desarrollo de las redes bayesianas, resurgié el interés por los
métodos probabilistas en inteligencia artificial, un interés que no ha dejado de aumentar desde
entonces.

1.3. Nociones sobre grafos

1.3.1. Definiciones basicas

Un grafo esta formado por un conjunto de nodos y enlaces. Cualquier objeto puede ser
un nodo en un grafo. El conjunto de nodos de un grafo suele denotarse por N. Los enlaces
se definen asi:

Definicién 1.40 (Enlace) Dado un conjunto de nodos N, un enlace es una terna de N x
N x {dirigido, no-dirigido}; es decir, una terna de la forma (X,Y,d) donde X e Y son nodos
de N y d indica si el enlace es dirigido o no. Un enlace (X,Y, dirigido) puede denotarse
también como X — Y'; en la representacion grafica se dibuja como una flecha desde X hasta
Y. Un enlace (X, Y, no-dirigido) puede denotarse también como X —Y y en la representacién
grafica se dibuja como una linea entre X e Y.

El término castellano “enlace” corresponde al inglés “link”, y en el contexto de los modelos
graficos probabilistas es sinénimo de “arco” (en inglés, “arc”). En el resto de este libro vamos
a suponer siempre que los dos nodos que forman un enlace son diferentes.
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Definicién 1.41 (Grafo) Es un par G = (N, A) donde N es un conjunto de nodos y A un
conjunto de enlaces definidos sobre los nodos de NV.

Definicién 1.42 (Grafo dirigido) Es aquél cuyos enlaces son todos dirigidos.
Definicién 1.43 (Grafo no dirigido) Es aquél cuyos enlaces son todos no dirigidos.

Definicién 1.44 (Grafo mixto o hibrido) Es aquél que tiene tanto enlaces dirigidos como
no dirigidos.

Mids adelante veremos que las redes bayesianas, los diagramas de influencia y los arboles
de decision se basan en grafos dirigidos, mientras que las redes de Markov se basan en grafos
no dirigidos.

Definicién 1.45 (Camino) Un camino es un conjunto ordenado de enlaces, complementado
con una ordenacién de los nodos de cada enlace tal que el segundo nodo de cada enlace coincide
con el primero del siguiente. Dado un enlace dirigido de un camino, si el orden de los nodos
en el camino es el mismo que en el enlace, se dice que el camino atraviesa el enlace hacia
delante, en caso contrario, decimos que lo atraviesa hacia atras.

Ejemplo 1.46 Uno de los caminos del grafo de la figura 1.6 es A — D < B, que est4 definido
por los enlaces A — Dy B — D més la ordenacion {{A, D},{D, B}}. Este camino atraviesa
el enlace A — D hacia delante y el enlace B — D hacia atras.

Figura 1.6: Un grafo dirigido.

Definicién 1.47 (Camino dirigido) Un camino es dirigido cuando todos sus enlaces son
dirigidos y los atraviesa todos hacia delante.

Ejercicio 1.48 ;Cuéantos caminos dirigidos contiene el grafo de la figura 1.67 Sugerencia:
cuente primero los caminos de un solo enlace y luego los de dos. Observe que este grafo no
contiene ningiin camino dirigido de longitud mayor que dos.

Definicién 1.49 (Padre) X es un padre de Y siy sélo si existe un arco X — Y.

Los padres de X se representan como Pa(X). Por semejanza con el convenio utilizado
para variables y sus valores, pa(X) representara la configuracién de Pa(X) formada al asignar
un valor a cada padre de X.

Definicién 1.50 (Hijo) Y es un hijo de X si y sélo si existe un arco X — Y.
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Definicién 1.51 (Hermano) X es un hermano de Y si y sélo si existe un arco X — Y.

Definicién 1.52 (Antepasado) X es un antepasado de Y siy sélo si existe (al menos) un
camino dirigido desde X hasta Y.

Definicién 1.53 (Descendiente) Y es un descendiente de X siy s6lo si X es un antepasado
de Y.

Observe que si X es padre de Y entonces existe un enlace X — Y, lo cual implica que X
es antepasado de Y.

Ejemplo 1.54 En el grafo de la figura 1.6 los padres de D son Ay B: Pa(D) = {A, B}, y son
sus tnicos antepasados. El nodo A es antepasado de G porque existe un camino A - D — G.

Los hijos de D son G y H, y son sus unicos descendientes. Los descendientes de B son D, GG
y H. Los antepasados de H son A, B, C, Dy FE.

Definicién 1.55 (Camino abierto / cerrado) Si el segundo nodo del dltimo enlace de un
camino es el mismo que el primer nodo del primer enlace, se dice que el camino es cerrado.
Si no, se dice que es abierto.

Ejemplo 1.56 X — Y — Z es un camino abierto, mientras que X - Y — Z — X es un
camino cerrado.

En un camino cerrado, si movemos el primer enlace al final y desplazamos el i-ésimo enlace
a la posicién anterior, el nuevo camino se considera igual al primero. Por ejemplo, los tres
caminos X - Y - 72X, Y 72 —>X—>Y, yZ—> X —>Y — Z, se consideran iguales,
es decir, se consideran como tres representaciones equivalentes del mismo camino.

Definicién 1.57 (Ciclo) Un camino cerrado que atraviesa todos sus enlaces dirigidos hacia
delante es un ciclo.

Definicién 1.58 (Bucle) Un bucle es todo camino cerrado que no es un ciclo.

La figura 1.7 muestra la diferencia entre ciclos y bucles. Cada uno de los tres grafos
superiores contiene un ciclo, es decir, un camino cerrado que atraviesa los tres nodos cruzando
sus enlaces dirigidos (en caso de que los tenga) hacia delante. En cambio, cada grafo de la fila
inferior contiene dos caminos cerrados (uno en el sentido A-B-C'y otro en sentido contrario)
pero cada uno de ellos atraviesa al menos uno de sus enlaces dirigidos hacia atras; por tanto
esos dos grafos contienen bucles pero no ciclos.

Aunque esta diferencia pueda parecer sutil, en realidad es muy importante. Imagine, por
ejemplo, que estamos haciendo un razonamiento légico y dibujamos un grafo dirigido en que
cada nodo representa una proposiciéon y un enlace desde la proposicién p hasta la proposicién
q indica que ¢ se deduce de p. Los nodos que no tienen padres se consideran como axiomas.
Si este grafo es aciclico, todas las proposiciones son ciertas siempre que las premisas sean
verdaderas. En cambio, si tuviéramos un ciclo el razonamiento no seria valido. Por ejemplo,
si ¢ se deduce de p y p se deduce de g, entonces el razonamiento no tiene validez.

Una propiedad importante, que veremos enseguida (véase la definicién 1.68 y las proposi-
ciones que la siguen) es que todo grafo dirigido aciclico (GDA; es decir, un grafo en que todos
los enlaces son dirigidos y no contiene ciclos) induce una relacién de orden parcial estricta
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Figura 1.7: Caminos cerrados: tres ciclos (fila superior) y dos bucles (fila inferior).

entre los nodos,? denominada ordenacién ancestral, mientras que en un grafo con ciclos no se
puede establecer una ordenacién de este tipo, porque se violaria la propiedad transitiva.

En cuanto al tema que nos ocupa, la diferencia entre ciclo y bucle es fundamental, porque
la mayor parte de los modelos graficos probabilistas, como las redes bayesianas, los diagramas
de influencia y varios tipos de modelos de decisién de Markov, se definen sobre grafos dirigidos
aciclicos. Si se definieran sobre grafos con ciclos, muchas de las propiedades matematicas de
estos modelos desaparecerian.

Por eso vamos a estudiar los GDA’s en la seccién siguiente con mayor detalle. Pero antes
vamos a introducir tres definiciones que nos seran ttiles més adelante.

Definicién 1.59 (Grafo conexo) Un grafo es conezo si entre dos cualesquiera de sus nodos
hay al menos un camino.

Definicién 1.60 (Grafo simplemente conexo) Un grafo es simplemente conexo si entre
cada par de nodos existe un 1inico camino.

Definicién 1.61 (Grafo miiltiplemente conexo) Un grafo es mailtiplemente conexo si
contiene al menos un par de nodos entre los cuales hay mas de un camino.

Ejemplo 1.62 El grafo de la figura 1.6 es simplemente conexo. Los cinco grafos de la figu-
ra 1.7 son multiplemente conexos.

Ejercicio 1.63 Demuestre que si en un grafo simplemente conexo se elimina un enlace, deja
de ser conexo.

1.3.2. Grafos dirigidos aciclicos

En el contexto de los GDA’s, suelen establecerse las siguientes definiciones.

5Una relacion de orden parcial estricta (por ejemplo, “mayor que”) tiene las propiedades anti-reflexiva,
anti-simétrica y transitiva. En cambio, una relacidn de orden parcial no estricta (por ejemplo, “mayor o igual
que”) tiene las propiedades reflexiva, anti-simétrica y transitiva.
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Definicién 1.64 (Familia) Es el conjunto formado por X y los padres de X: Fam(X) =
{X} U Pa(X).

Definicién 1.65 (Nodo terminal) Es el nodo que no tiene hijos.

Definicién 1.66 (Polidrbol) Un polidrbol es un grafo dirigido simplemente conexo, es decir,
un grafo dirigido que no contiene ciclos ni bucles.

Definicién 1.67 (Arbol) Es un caso particular de poliarbol, en que cada nodo tiene un
sélo padre, excepto el nodo raiz, que no tiene padres. Los nodos terminales de un arbol se
denominan hojas.

El grafo de la figura 1.6 es un poliarbol, porque no contiene bucles; no es un arbol porque
algunos de sus nodos (D y H) tienen més de un padre. Las nueve familias (tantas como

nodos) son {A}, {B}, {C}, {D,A,B}, {E,C}, {F,C}, {G,D}, {H,D,E} e {I, E}.

Definicién 1.68 (Ordenacién ancestral de un GDA) Es aquélla en que todos los ante-
pasados de cada nodo son mayores que él.

Ejemplo 1.69 Algunas de las posibles ordenaciones ancestrales del grafo de la figura 1.6 son
las siguientes:

s A>S>B>C>D>E>F>G>H>I
s B>A>D>G>C>E>I>F>H

Ejemplo 1.70 En la figura 1.7 se muestran dos grafos dirigidos (el que estd a la izquierda
en cada una de las dos filas). El primero de ellos no admite una ordenacién ancestral porque
contiene un ciclo. El segundo admite una tunica ordenacién ancestral: A > B > C.

Vamos a demostrar ahora que todo GDA tiene al menos un orden ancestral, pero para
ello necesitamos previamente la siguiente proposicion.

Proposicién 1.71 En todo GDA existe al menos un nodo sin padres.

Demostracion. Vamos a dar una demostracion algoritmica, es decir, demostraremos la exis-
tencia de ese nodo dando un procedimiento para encontrarlo.

Escogemos un nodo cualquiera y lo metemos en una lista. Procedemos recursivamente
tomando el ultimo nodo de la lista; si este nodo tiene padres, seleccionando uno cualquiera de
ellos y anadiéndolo a la lista. En cada iteracién hay un camino dirigido que pasa por todos
los nodos de la lista, desde el tltimo hasta el primero.

El algoritmo termina cuando el tltimo nodo de la lista no tiene padres, y siempre termina,
porque ningin nodo puede aparecer dos veces en la lista (en ese caso el grafo tendria al menos
un ciclo) y el nimero de nodos en el grafo es finito. O

Proposiciéon 1.72 Todo GDA tiene al menos un orden ancestral.

Demostracion. Formamos una lista de nodos recursivamente sacando del grafo un nodo sin
padres (es necesario borrar previamente todos los enlaces desde ese nodo hacia sus hijos) y
metiéndolo en la lista. La proposicién anterior nos garantiza que siempre va a haber al menos
un nodo para meter en la lista. Claramente la lista estd en orden ancestral, porque ningin
nodo ha entrado en la lista antes que sus padres. O
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Proposicién 1.73 Cuando los nodos de un grafo estdn numerados, por ejemplo,
{X1,..., Xy}, existe una permutacién o tal que X,y > ... > X,(,) es una ordenacién
ancestral.

Demostracion. La permutacion se puede construir repitiendo el procedimiento de la demos-
tracién anterior: si el primer nodo metido en la lista es X;, hacemos o(1) = i; si el segundo
nodo es X; hacemos o(2) = j, y asi sucesivamente. U

1.4. Definiciéon de red bayesiana
A partir de las definiciones anteriores, podemos caracterizar las redes bayesianas asi:

Definicién 1.74 (Red bayesiana) Una red bayesiana consta de tres elementos: un conjun-
to de variable aleatorias, X; un grafo dirigido aciclico (GDA) G = (X, .A), en que cada nodo
representa una variable X;; y una distribucién de probabilidad sobre X, P(X), que puede ser
factorizada asi:

P(x) = HP(xilpa(Xi)) (1.42)

donde las P(x;|pa(X;)) son las probabilidades condicionales que se obtienen a partir de P(x).

Observe que en esta ecuacion tenemos una probabilidad condicional por cada nodo del
grafo: el nodo X; es la variable condicionada y sus padres son las variables condicionantes.
Por tanto, la definicién de red bayesiana establece una relacion entre el grafo y la distribucién
de probabilidad, pues es el grafo el que determina cémo se factoriza la probabilidad. Visto
de otra manera, por cada forma en que puede factorizarse una distribucién de probabilidad
tenemos una red bayesiana diferente, cada una con su propio GDA.

Ejemplo 1.75 El grafo de la figura 1.6 dicta la siguiente factorizacion de la probabilidad:

P(a,b,cd, e, f,g,h,i)
= P(a) - P(b) - P(c) - P(d|a,b) - P(e|c) - P(f|c) - P(g|d) - P(Rh|d,e) - P(ile)

Ejemplo 1.76 Como ya habra observado, el método bayesiano ingenuo es un caso particular
de red bayesiana, pues el grafo de la figura 1.4 corresponde a la factorizacién

P(d, hy, ... hw) = P(d) - P(hy|d) - ...  P(hy|d) (1.43)

de donde se deducen las ecuaciones (1.37) y (1.38).
En concreto, para el ejemplo 1.39 (cf. figura 1.5), la factorizacién es

P(d,1,t) = P(d) - P(|d) - P(t]d)

1.4.1. Construccién de una red bayesiana

En la definicién de red bayesiana hemos dado por supuesto que conociamos la probabilidad
conjunta P(x), a partir de la cual se pueden calcular todas las probabilidades marginales y
condicionales. Sin embargo, el nimero de valores de P(x) crece exponencialmente con el
ntmero de variables. Por eso en la practica lo que se hace es partir de un conjunto de
probabilidades condicionales, a partir de las cuales podremos calcular P(x)... si tenemos
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suficientes recursos computacionales. (En el préximo capitulo estudiaremos algoritmos que
en muchos problemas no triviales nos permitiran calcular las probabilidades condicionales
sin tener que calcular P(x) explicitamente.) Veamos ahora que la construccién de una red
bayesiana a partir de las probabibilidades condicionales esta justificada.

Teorema 1.77 (Contruccién de una red bayesiana) Sea un conjunto de variables X,
un GDA G en que cada nodo representa una variable de X y un conjunto de distribuciones
de probabilidad {P.(x;|pa(X;))}, es decir, una distribucién por cada variable X; y por cada
configuracién de sus padres en el grafo. La funcién P(x), definida por

P(x) = HPC(:):,-\pa(XZ')) (1.44)

es una distribucién de probabilidad. Se cumple ademads que

Vi, Vi, Vpa(X;), P(xi|pa(X;)) = Pe(zi|pa(X;)) (1.45)

Antes de demostrar el teorema vamos a explicar su sentido. En primer lugar, la ecua-
cién (1.44) se diferencia de la (1.42) en que las probabilidades condicionales que intervienen
son las que hemos definido arbitrariamente —el subindice ¢ significa que son las probabilida-
des que hemos utilizado para construir la red— mientras que las probabilidades que aparecen
en la (1.42) son las que se derivan de P(x), es decir, P(x;|pa(X;)) = P(zi,pa(X;))/P(pa(X;)),
donde P(z;,pa(X;)) y P(pa(X;)) son distribuciones marginales de P(x).

La ecuacién (1.45), por su parte, nos dice que las probabilidades condicionales que se
deducen de P(x) son las mismas que hemos utilizado para construir P(x). Este resultado
puede parecer una trivialidad, pero no lo es. De hecho, si aplicamos la ecuacién (1.44)
tomando un grafo ciclico y unas distribuciones de probabilidad P. escogidas al azar, es casi
seguro que la funcién P(x) resultante no serd una distribucién de probabilidad ni se cumplird
la ecuacién (1.45). El lector puede hacer la prueba por si mismo con una red de dos variables
y dos enlaces, A — B y B — A, o bien con una red de tres variables y tres enlaces, A — B,
B—-Cy(C— A

Demostracién. Vamos a demostrar primero que P(x) es una distribucién de probabilidad. Es
evidente que P(x) tiene un valor no negativo para toda configuracién x. Para demostrar que
sus valores suman la unidad, suponemos, sin pérdida de generalidad, que las variables de X
estan en orden ancestral,® y hacemos la suma de esta manera:

> Px)=> > []Pwilpa(Xs))
X 1 T i=1

Para toda ¢ distinta de n, los padres de X; han sido numerados antes que X; —por ser
una ordenacién ancestral— y como n > i, X, no puede pertenecer a Pa(X;). Por tanto
P.(x;|pa(X;)), con i # n, no depende de x, y puede salir fuera sumatorio sobre x, como

5Si las variables no estuvieran en orden ancestral, tendriamos que construir la permutacién ¢ indicada en
la proposicién 1.73 y sustituir cada subindice ¢ que aparece en la demostracién por o (i).
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factor comun. En consecuencia,

Zx:p Z > (HP (;]pa(X )ZP (znlpa(Xn))

Tn—1 =1
-¥- Z(pra >)
Tp—1 =1

porque las probabilidades condicionales de X,, suman la unidad. Observe que en esta expresién
hemos eliminado la variable X,,. Es como si tuviéramos una nueva red bayesiana cuyas
variables ya no son {Xi,..., X, }, sino {X1,..., X,,_1}.

Ahora vamos a realizar la suma sobre x,_1. Como en el caso anterior, podemos sacar
como factor comun todas las probabilidades correspondientes a los nodos X; con ¢ < n — 1,
porque ninguna de ellas depende de X,,_1. Asi obtenemos una expresion en que sélo aparecen
las variables {X1,..., X,_2}. Repitiendo la operacién sucesivamente llegamos a

Y Px)=) Punr) =

Para demostrar la ecuacién (1.45), vamos a calcular primero P(z;, anc(X;)), es decir, la
probabilidad de una configuracién cualquiera de {X;} U Anc(X;). Definimos ahora el conjunto
Z, formado por los nodos que no son ni X; ni sus antepasados: Z = X\({X;} U Anc(X;)). Si
Z = &, entonces {X;} U Anc(X;) = X y por la ecuacién (1.44) tenemos:

P(zs, anc(X;)) = Pe(wilpa(Xi)) — [[  Pelzjlpa(Xy)) (1.46)
Jl XjeAnc(X;)

Si Z #9, calculamos P(x;, anc(X;)) de este modo:
P(z;,anc(X. ZP ZHPc(JUj’pa(Xj))
z j

De esta ecuacién vamos a eliminar una a una todas las variables de Z, como hemos hecho
anteriormente en la primera parte de esta demostracién. Para ello, escogemos un nodo Zj
de Z que no tenga hijos.” Como Z; no es padre de ningin nodo, las probabilidades condi-
cionales de los deméas nodos de la red no dependen de Z, y podemos sacarlas como factor
comin de ) FPe(zk|pa(Zk)), que vale 1. Asf podemos ir eliminando todas las probabilidades
condicionales de los nodos de Z, hasta llegar a la ecuacién 1.46, en la cual s6lo aparecen las
probabilidades X; y de sus antepasados. Es como si tuviéramos una red bayesiana de la cual
hubiéramos eliminado los nodos de Z.

Por tanto, la ecuacién (1.46) se cumple en todos los casos, tanto si Z = & como si Z #3.

Definimos ahora el subconjunto Y = Anc(X;)\Pa(X;), formado por los antepasados de
X, excepto sus padres, de modo que

P(zi,pa(X ZP i, pa(X;) )
anc(X)

"Del mismo que en un GDA siempre hay al menos un nodo que no tiene padres, también hay al menos un
nodo que no tiene hijos (la demostracién es similar a la de la proposicién 7). Si el unico nodo sin hijos fuera
X, todos los demés nodos serian antepasados de X; y Z estaria vacio. Por tanto, cuando Z no esté vacio debe
contener algiin nodo sin hijos.
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Aplicamos ahora la ecuacién (1.46), y teniendo en cuenta que P.(x;|pa(X;)) no depende de
Y, porque Pa(X;)NY =&, llegamos a

P(ai,pa(X:) = Pailpa(X) S [ Pelaylpa(x;))

Y j|Xj€Anc(X;)

A partir de aqui calculamos P(pa(X;)):

ZP (x4, pa(X, (ZP (wi]pa(X, > Z H Pe(zj|pa(X;))
Y j|X;j€Anc(X;)
= Z I[I  Pelailpa(xy)

Y j|XjeAnc(X;)

Finalmente,

P(z|pa(X;)) = P(pa(X;))

= Pe(wi|pa(X;))

con lo que concluye la demostracién. O

1.4.2. Propiedad de Markov

Hemos definido las redes bayesianas a partir de una distribucion de probabilidad conjunta
que puede ser factorizada de acuerdo con un GDA. Ahora vamos a ver otra propiedad de las
redes bayesianas que también podria haberse utilizado para la definicién de red bayesiana,
pues como vamos a ver mas adelante, es equivalente a la propiedad de factorizacién de la
probabilidad.

Definicién 1.78 (Propiedad de Markov) Una terna (X,G, P) formada por un conjunto
de variable aleatorias X, un GDA G = (X, .A) en que cada nodo representa una variable X;
y una distribucién de probabilidad sobre X, P(X), cumple la propiedad de Markov si 'y sélo
si para todo nodo X, el conjunto de sus padres, Pa(X), separa condicionalmente este nodo
de todo subconjunto Y en que no haya descendientes de X. Es decir,

P(z[pa(X),y) = P(z|pa(X)) (1.47)

Esta definicién puede resultar dificil de entender a primera vista. Para comprender mejor
su significado, vamos a sacar algunas conclusiones que se deducen de ella. Las ilustraremos
aplicdndolas a algunos nodos del grafo que vimos en la figura 1.6:

1. Sean dos nodos X e Y sin padres. Como Y no es descendiente de X, se cumple que
P(z|pa(X),y) = P(z|pa(X)). Ahora bien, Pa(zr) = &, y por tanto P(z|y) = P(z).
Es decir, si una terna (X,G, P) cumple la propiedad de Markov, todo par de nodos sin
padres en el grafo son independientes a priori. Por ejemplo, en el grafo de la figura 1.6,
los nodos (variables) A, B y C son independientes dos a dos.

2. Generalizando la propiedad anterior, podemos afirmar que todo nodo sin padres es
independiente de sus no-descendientes. En la figura 1.6, A es independiente de B, C,
E, F e I y de cualquier combinacién de ellos. Por ejemplo, P(alb,e, f) = P(a).
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3. Dos nodos que no tienen ningin antepasado comun son independientes a priori. No
vamos a demostrar esta propiedad para el caso general, sino sélo para los nodos Dy E
de la figura 1.6. Calculamos P(d, e) aplicando la regla de la cadena:

P(d,e)=> > P(d,e;a,b)=> > P(dla,b,e)- Ple|a,b) - P(a,b)
a b a b

Como E no es descendiente de D y los padres de D son A y B, por la propiedad de
Markov tenemos que P(d|a,b,e) = P(d|a,b). Como A y B no son descendientes de E
y E no tiene padres, por la propiedad de Markov tenemos que P(ela,b) = P(e). Por
tanto

WWF<ZZPWWW%W0P@:CSZHWWOP@:HW”@
a b a b

lo cual demuestra que D y E son independientes a priori.

4. Si D es descendiente de A y antepasado de H, y no existe ningtin otro camino desde
A hasta H (véase la figura 1.6), entonces estos dos nodos quedan condicionalmente
separados por D:

P(hld,a) = P(h|d) (1.48)

5. Si tanto G como H son hijos de D y no tienen ningin otro antepasado comun (véase
la figura 1.6), este dltimo separa G y H, haciendo que sean condicionalmente indepen-
dientes:

P(g|d,h) = P(g|d) (1.49)
Ejercicio 1.79 Demostrar las propiedades 3, 4 y 5 para el caso general.

En general, la independencia (a priori o condicional) de dos nodos se pierde al conocer el
valor de cualquiera de sus descendientes comunes. Volviendo a la figura 1.6, teniamos que,
por la propiedad de Markov, A y E son independientes a priori: P(a,e) = P(a)- P(e). En
cambio, si queremos demostrar P(a,e|h) Z P(alh) - P(e|h) —observe que H es descendiente
tanto de A como de E— no se puede aplicar la propiedad de Markov. De hecho, en general
esta igualdad no se cumple; es decir, A y E estardn correlacionados dado H, salvo en los
casos excepcionales en que la distribucion de probabilidad P tome unos valores numeéricos
concretos.

La propiedad de Markov esta intimamente relacionada con las redes bayesianas por los
siguientes teoremas:

Teorema 1.80 Toda terna (X,G, P) que cumple la propiedad de Markov constituye una red
bayesiana.

Demostracion. Por la regla de la cadena, cualquier distribucién de probabilidad sobre
X ={X1,...,X,} puede ser factorizada as:

n

P(x) = [[ P(xilz1, ... wi1)

=1
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Si los nodos estén en orden ancestral, {Xy,..., X;_1} contiene todos los padres de X; y otros
nodos que no son descendientes de X;. Entonces, por la propiedad de Markov,

P(x;|z1, ..., xi—1) = P(x;i|pa(Xy))

de modo que la distribucién de probabilidad conjunta puede ser factorizada de acuerdo con
la definicién de red bayesiana (cf. ec. (1.42)). O

Teorema 1.81 Toda terna (X,G, P) que constituye una red bayesiana cumple la propiedad
de Markov.

Para demostrar este teorema partiriamos del hecho de que la probabilidad P puede ser
factorizada segun el grafo G, tomariamos un nodo cualquiera X y un conjunto Y de nodos
no descendientes de X y, procediendo de modo similar a la demostracién del teorema 1.77,
concluirfamos que se cumple la ecuacién (1.47), que define la propiedad de Markov.

Uniendo estos dos teoremas reciprocos, podemos concluir que para toda terna (X,G, P) hay
dos propiedades equivalentes: la factorizacién de la probabilidad, dada por la ecuacién (1.42),
y la propiedad de Markov, dada por la ecuacién (1.47). Nosotros hemos definido las redes
bayesianas a partir de la primera y de esta definicién hemos deducido que toda red bayesiana
cumple la propiedad de Markov. Alternativamente, podriamos haberlas definido a partir de
la propiedad de Markov y luego haber demostrado que la probabilidad de una red bayesiana
siempre puede ser factorizada de acuerdo con su GDA.

En la préxima seccién vamos a presentar una tercera propiedad, equivalente a las dos
anteriores, que también podria servir para definir las redes bayesianas.

1.5. Grafos de dependencias e independencias probabilistas

1.5.1. Separacién en grafos dirigidos y no dirigidos

Introducimos ahora la definicién de camino activo, distinguiendo dos casos: los grafos no
dirigidos y los grafos dirigidos.

Definicién 1.82 (Camino activo en un grafo no dirigido) Sea un grafo no dirigido G,
dos nodos Ay B de G y un subconjunto C de nodos de G tal que ni A ni B pertenecen a C.

» Un camino de dos nodos, es decir, A-B (un solo enlace), siempre estd activo.

= Un camino de n nodos, es decir A-X1—...—X,,_o—B estd activo cuando ningin nodo
entre A y B pertenece a C, es decir, {X1,...,X,_2} N C = &, si algin X, pertenece a
C se dice que el camino esta inactivo.

Definicién 1.83 (Camino activo en un grafo dirigido) Sea un grafo dirigido G, dos no-
dos Ay B de G y un subconjunto C de G tal que ni A ni B pertenecen a C.

» Un camino de dos nodos, es decir, A — B o B — A (un solo enlace), siempre estd
activo.

= Un camino de tres nodos puede ser de varios tipos: A - X — B, B - X — A,
A+~ X >BoA— X<+ B.



32 Capitulo 1. Fundamentos de redes bayesianas

= Un camino del tipo A - X — B o A+ X — B estd activo si X no pertenece a C.
Cuando X pertenece a C se dice que el camino esté inactivo porque ha sido blogueado
por X.

= Un camino del tipo A — X < B esté activo si X o alguno de sus descendientes pertenece
a C. En este caso se dice que el camino ha sido activado por el nodo que pertenece a
C. Cuando ni X ni sus descendientes pertenecen a C, el camino estd inactivo.

= Un camino de n nodos estéd activo si cada par de enlaces consecutivos forman un camino
activo.

Definicién 1.84 (Nodos conectados) Sea un grafo dirigido o no dirigido G y un subcon-
junto C de G. Dos nodos de G (no pertenecientes a C) estdn conectados dado C cuando existe
al menos un camino activo entre ellos. En otro caso se dice que estan separados dado C. La
notacién Ig(A, B|C) indica que A y B estdn separados y por tanto —Ig(A, B|C) indica que
estan conectados.

Definicién 1.85 (Subconjuntos conectados) Sean tres subconjuntos de nodos A, By C
disjuntos dos a dos. A y B estdn conectados dado C cuando al menos un nodo de A estd
conectado con un nodo de B; se expresa mediante la notacién —Ig(A, B|C). En otro caso se
dice que estan separados: Ig(A,B|C).

Observe que estas definiciones son simétricas; es decir, si un camino de A a B esté activo,
también el camino inverso, de B a A, esta activo. Por tanto, A esta conectado con B siy sélo
si B esta conectado con A. Tenga en cuenta también que C puede ser el conjunto vacio.®

Seguramente el lector se preguntard por el sentido de estas definiciones. La respuesta,
como el lector probablemente ha intuido, esté relacionada con las propiedades de indepen-
dencia probabilista en redes bayesianas; para entender el porqué de estas definiciones le re-
comendamos que vea el video “Separacién en grafos”, disponible en http://www.ia.uned.
es/~fjdiez/docencia/videos-prob-dec. Observe, sin embargo, que en estas definiciones
que hemos dado sélo interviene un grafo: ninguna de ellas hace referencia a un conjunto de
variables ni a una distribuciéon de probabilidad.

Antes de concluir esta seccion, debemos comentar que la separaciéon en grafos dirigidos se
denomina separacion direccional (en inglés, d-separation [63, 64]), porque la direccién de los
enlaces es relevante. Por el mismo motivo, la separacién en grafos no dirigidos se denomina
a veces separacion no direccional (en inglés, u-separation, donde la u significa undirected).

1.5.2. Mapas de independencias

Definicién 1.86 Dada una terna (X,G, P) formada por un conjunto de variables aleatorias
X, un grafo dirigido o no dirigido G = (X,.A) y una distribucién de probabilidad P(X), el
grafo es un mapa de independencias (en inglés I-map) de P si para todo trio de subconjuntos
{A,B, C} de X disjuntos dos a dos se cumple

I5(A,B|C) = P(a,blc) = P(alc) - P(blc) (1.50)

8La definicién 1.85 no exige formalmente que A y B sean no-vacios; simplemente cuando uno de ellos es
vacio entonces estdn separados. Sin embargo, en la prictica esta definicién sélo es ttil (no trivial) cuando A
y B son no-vacios.
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A veces la independencia condicional se representa mediante Ip(A, B|C), donde P indica
la distribucién de probabilidad; por tanto, la propiedad anterior se podria reescribir asi:

Ig(A,B|C) = Ip(A,B|C) (1.51)

La definicién anterior significa que, cuando un grafo es un mapa de independencias de P, si dos
subconjutos de variables estan separados (dado C) en el grafo entonces son condicionalmente
independientes (dado C) en sentido probabilista. Observe que la implicacién reciproca no
tiene por qué ser cierta: es posible que haya alguna relaciéon de independencia en P que
no esté reflejada en G. Por tanto, Ig(A,B|C) significa que A y B son condicionalmente
independientes dado C, mientras que —Ig(A,B|C) sélo significa que A y B pueden estar
correlacionados dado C.

1.5.3. Separacién direccional y redes bayesianas

La relacién entre separacion direccional y redes bayesianas viene dada por los dos teoremas
siguientes, que son reciprocos:

Teorema 1.87 El grafo de una red bayesiana constituye un mapa de independencias de la
distribucién de probabilidad de dicha red.

Para demostrar este teorema hay que probar que si dos variables estdn separadas en el
grafo dado C (lo cual significa, entre otras cosas, que ninguno de sus descendientes pertenece
a C) entonces esas variables son condicionalmente independientes dado C. El método seria
similar al empleado en la demostracién del teorema 1.77.

Teorema 1.88 Una terna (X,G, P) formada un conjunto de variable aleatorias X, un GDA
G = (X,.A) y una distribucién de probabilidad P(X), tal que G es un mapa de independencias
de P, constituye una red bayesiana.

Este teorema se demostraria probando, a partir de la propiedad del mapa de independen-
cias y la definicién de caminos activos e inactivos en grafos dirigidos, que la distribucién de
probabilidad P puede ser factorizada segin G.

En resumen, dada una terna (X, G, P), donde G es un GDA, tenemos tres propiedades
equivalentes:

» la distribucién P puede ser factorizada segin G (ecuacion (1.42));
» la terna cumple la propiedad de Markov (ec. (1.47));

» G es un mapa de independencias de P (ec. (1.51)).

Cualquiera de las tres puede servir para definir una red bayesiana, y a partir de tal definicion
se pueden deducir las otras dos. Nosotros hemos basado la definicién de red bayesiana en la
primera de ellas, y luego hemos enunciado el teorema 1.81, que permite deducir la segunda,
y el teorema 1.87, que permite deducir la tercera.
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1.6. Causalidad y correlacién

Se ha discutido mucho sobre si la correlacién matematica representa solamente correlacién
o si en algunos casos representa causalidad; en realidad, lo que se discute es la esencia misma
de la causalidad. Aunque ésta es una cuestién principalmente filoséfica, recientemente han
surgido argumentos matematicos en favor de la causalidad como algo diferente de la mera
correlacién. Nuestra opinién es que la causalidad existe y es distinta de la correlacién. En
la proxima seccion vamos a ver la diferencia entre la interpretacién probabilista y la inter-
pretacién causal de un grafo, y en la siguiente mostraremos algunos ejemplos que pueden
ayudarnos a entender mejor la diferencia y la relaciéon entre ambos conceptos.

1.6.1. Interpretacién probabilista e interpretacion causal de un grafo

En la interpretacién causal de un grafo dirigido (ciclico o aciclico) un enlace A — B
significa que existe un mecanismo causal que hace que la presencia de A produzca B. Si se
trata de un mecanismo determinista, la presencia de A siempre producird B, mientras que si
es no determinista puede ocurrir que A no siempre produzca B, sino sélo en algunos casos.

La interpretacion probabilista de un grafo dirigido generalmente se refiere a grafos aciclicos
—pues no existe una interpretacién generalmente aceptada para grafos con ciclos— y consiste
en entender el grafo como un mapa de independencias de una distribuciéon de probabilidad.

Por ejemplo, si tenemos un grafo con dos nodos y un enlace A — B, la interpretacién
probabilista es que los nodos A y B estan conectados, —Ig(A, B), y por tanto las variables A y
B pueden estar correlacionadas en la distribucion P. De hecho, en la practica supondremos
que estan correlacionadas, pues si no, no habriamos trazado ese enlace. Observe que la
interpretacién probabilista del grafo B — A es la misma que la del anterior: —Ig(A, B). Sin
embargo, la interpretacion causal de ambos grafos es totalmente distinta: el primero nos dice
que A es causa de B, mientras que el segundo nos dice que B es causa de A.

Considere ahora estos tres grafos: A B — C, A+ B+ C,y A+ B — C. Los tres son
equivalentes en sentido probabilista, porque representan las mismas relaciones de conexién,
que son —Ig(A, B), —Ig(A, B|C), —1g(B,C), —Ig(B,C|A) y —Ig(A,C), y la misma relacién
de independencia, Ig(A,C|B). En cambio, la interpretacién causal de cada uno de los tres
grafos es totalmente diferente.

Por tanto, puede haber dos grafos que sean equivalentes en sentido probabilista, es decir,
que impliquen las mismas relaciones de separacion y conexién, pero nunca dos grafos distintos
podran ser equivalentes en sentido causal.

A veces en inglés se dice “Markov equivalent” para indicar “equivalentes en sentido pro-
babilista”.

1.6.2. Diferencia entre causalidad y correlacién

En esta secciéon vamos a ilustrar con algunos ejemplos el conocido adagio de que “causa-
lidad implica correlacién pero correlacion no implica causalidad”.

Por ejemplo, un estudio llevado a cabo en Inglaterra demostré que habia una fuerte
correlacién entre el nimero de cigiienas de cada localidad y el niimero de nacimiento de
ninos. jPodria utilizarse este hallazgo para afirmar que son las cigiienas las que traen los
ninos? ;O es acaso la presencia de ninos lo que atrae a las cigiienas?

Naturalmente, no hace falta buscar hipdtesis tan extranas para explicar tal correlacion,
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pues existe una alternativa mucho mas razonable: el nimero de habitantes de una localidad
influye en el nimero de iglesias (en general, cuantos m&s habitantes, més iglesias), con lo
que las cigiienas tienen mas campanarios donde poner sus nidos. Por otro lado, hay una
correlacion natural entre el niimero de habitantes y el nimero de nacimientos. Graficamente
lo representariamos mediante la figura 1.8. Este grafico nos dice que el niimero de nacimientos
esté correlacionado tanto con el niimero de cigiiefias como con el niimero de iglesias, pero es
condicionalmente independiente de ambos dado el niimero de habitantes.

N¢ habitantes

N¢ iglesias

N¢ nacimientos

N¢ ciglienas

Figura 1.8: La correlacién entre ntimero de cigliefias y ntimero de nacimientos no implica
causalidad.

Por poner otro ejemplo, ideado por Ross Shachter, supongamos que se ha comprobado
que existe una correlacién significativa entre el consumo de teracola (una bebida imaginaria)
y la aparicién de manchas en la piel. ;Significa eso que las autoridades sanitarias deben
prohibir la venta de esa bebida? Es posible; pero consideremos una explicacion alternativa,
representada por el diagrama de la figura 1.9, el cual afirma que la verdadera causa de las
manchas en la piel es el contagio en la piscina. La correlacién observada se explica, segin este
modelo, porque un aumento de la temperatura provoca, por un lado, que la gente vaya més
a la piscina y, por otro, que beba mas refrescos. Ademads, son las personas con mas ingresos
econdémicos las que pueden permitirse ir con mayor frecuencia a la piscina y, a la vez, comprar
mas bebidas. Estas dos razones hacen que el consumo de teracola esté correlacionado con el
hecho de ir a la piscina y, en consecuencia, correlacionado con la aparicién de manchas en la
piel. La correlaciéon desapareceria si el supuesto estudio epidemiolégico hubiera considerado
la temperatura ambiental y los ingresos de la persona, pues el consumo de teracola y la
aparicién de manchas en la piel son condicionalmente independientes dadas la temperatura y
los ingresos.

Con este par de ejemplos hemos intentado mostrar que correlacién y causalidad son con-
ceptos muy distintos (la causalidad implica correlacion, pero la correlacién no implica cau-
salidad) y —lo que es mucho més importante en medicina, psicologia, sociologia, etc.— que
hay que tener mucho cuidado al interpretar los resultados de un estudio epidemiolégico, una
estadistica o una encuesta para evitar sacar conclusiones erréneas.

Por ejemplo, en 1996 publicaba cierto periddico la noticia de que un estudio llevado a cabo
en Estados Unidos habia demostrado que las personas que comen més tomates tienen menos
riesgo de padecer céncer (un hecho experimental) y de ahi deducia que conviene comer mas
tomate para reducir el riesgo de cancer, una conclusién que podria parecer evidente, pero que
es muy cuestionable a la luz de los ejemplos que acabamos de mostrar.
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Temperatura

Ingresos

Teracola

Piscina
Manchas piel

Figura 1.9: La correlacién entre el consumo de teracola y la aparicién de manchas en la piel
no implica causalidad.

Bibliografia recomendada

Como dijimos en el capitulo anterior, el método bayesiano ingenuo es un tema casi cerrado
desde el punto de vista de la investigacion, por lo que apenas existen referencias bibliograficas
recientes. Entre las pocas excepciones se encuentran el articulo de Peot [66], en que analiza
las implicaciones geométricas del modelo, y los trabajos sobre construccién del modelos a
partir de bases de datos mediante algoritmos de aprendizaje [47]. En cuanto a la bibliografia
“clasica”, se pueden consultar los articulos citados en la seccién anterior, sobre aplicaciones
médicas, y el famoso libro de Duda y Hart [25] sobre reconocimiento de patrones y visién
artificial. Una sintesis de las criticas que se plantearon al método bayesiano ingenuo desde el
punto de vista de la inteligencia artificial se encuentra en [54].

La referencia fundamental sobre redes bayesianas es el famoso libro de Judea Pearl [64].
El primer libro sobre el tema escrito en espanol y uno de los primeros escritos en inglés fue
el de Castillo, Gutiérrez y Hadi [6, 7],9 que recomendamos especialmente como complemento
de estos apuntes. En especial, recomendamos a nuestros alumnos que estudien las secciones
4.1 a44,52y5.3, 6.2, 64.4 a 6.6, y que intenten resolver los ejercicios correspondientes a
dichas secciones.

Desde entonces se han publicado muchos libros sobre el tema. Uno de los méas adecuados
para nuestros alumnos, por su claridad de exposicién es el de Neapolitan [57]. Otros libros
muy interesantes son los de Jensen y Nielsen [40], Darwiche [15] y Koller y Friedman [44],
aunque éstos son més dificiles de leer, especialmente los dos tltimos.

En cuanto a la causalidad y su relacién con las redes bayesianas, los dos libros maés
importantes son el de Spirtes, Glymour y Scheines [76] y el de Pearl [65].1°

9La edicién espanola puede obtenerse de forma gratuita en Internet en http://personales.unican.es/
gutierjm/BookCGH.html.

10Judea Pearl, profesor de la Universidad de California Los Angeles (UCLA) es uno de los investigadores
contemporaneos més relevantes. Los tres libros que ha escrito se han convertido en clésicos de la inteligencia
artificial. El primero de ellos, sobre busqueda heuristica, fue publicado en 1984 [62]; el segundo, sobre redes
bayesianas, en 1988 [64]; y el tercero, sobre causalidad, en 2000 [65]. En marzo de 2012 se le concedi el Premio
Turing de 2011, equivalente al Premio Nobel en ciencias de la computacion.
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Actividades

Ademss de realizar los ejercicios propuestos a lo largo del capitulo, conviene que el alumno
empiece a utilizar algiin programa informético para modelos gréficos probabilistas.'! Reco-
mendamos los programas Elvira y OpenMarkov, especialmente este ultimo porque tiene la
posibilidad de aprender redes bayesianas a partir de bases de datos de forma interactiva, lo
cual le serd util al estudiar el capitulo 3; ambos son software libre y han sido desarrollados
por la UNED, el primero de ellos en colaboracién con otras universidades espaiiolas.'?

1. Instale el programa siguiendo las indicaciones que se dan en la pagina web correspon-
diente.

2. Lea el manual introductorio y reproduzca los ejemplos sobre redes bayesianas que se
indican en él.

3. Construya una red bayesiana para el problema presentado en el ejemplo 1.35 (pag. 11).
Compruebe que los resultados coinciden con los obtenidos en dicho ejemplo.

4. Idem para el ejemplo 1.38 (pag. 14).

5. Idem para el ejemplo 1.39 (pag. 18).

YEn www.cs.ubc.ca/~murphyk/Software/bnsoft.html y en http://www.cisiad.uned.es/congresos/
POMDPs-in-0OpenMarkov.pdf puede encontrar una amplia lista de programas.
12V éase www.ia.uned.es/~elvira y www.openmarkov.org.
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Capitulo 2

Inferencia en redes bayesianas

Resumen

En el capitulo anterior hemos visto que las probabilidades condicionales que definen una
red bayesiana inducen una distribucién de probabilidad conjunta, a partir de la cual se pueden
calcular todas las probabilidades marginales y condicionales que nos interesen. Por ejemplo,
en problemas de diagndstico, nos va a interesar conocer la probabilidad a posteriori de cada
variable o de un conjunto de variables dada la evidencia observada. Es lo que se conoce como
propagacion de evidencia.

Sin embargo, en redes medianas y grandes es imposible desarrollar explicitamente la pro-
babilidad conjunta, por su excesivo tamano, y por ello vamos a estudiar en este capitulo
algunos algoritmos que nos permitiran calcular las probabilidades conjuntas y marginales a
partir de las probabilidades condicionales que definen la red.

Vamos a estudiar dos tipos de algoritmos: exactos y aproximados. Como métodos exac-
tos vamos a estudiar tres: la eliminacion de variables, el agrupamiento y la inversion de
arcos. Como métodos aproximados vamos a estudiar principalmente el muestreo 16gico y la
ponderacién por verosimilitud.

Contexto

En el capitulo anterior hemos estudiado la teoria de las redes bayesianas y en éste vamos
a estudiar los algoritmos. Por tanto, éste es continuaciéon del anterior.
Objetivos

El objetivo de este capitulo es conocer distintos algoritmos de propagacién de evidencia
y la complejidad espacial (cudnta memoria de trabajo requieren) y temporal (cuanto tiempo
tardan) de cada uno de ellos.
Requisitos previos

Es necesario haber comprendido bien el capitulo anterior.
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Contenido

2.1. Planteamiento del problema

2.1.1. Diagnostico probabilista

En la definicién 1.74 vimos que la distribucién de probabilidad conjunta de una red ba-
yesiana puede obtenerse a partir de las probabilidades condicionales de cada nodo dados sus
padres; véase también el teorema 1.77. A partir de ella podemos obtener todas las probabili-
dades conjuntas y marginales que nos interesen. Es lo que se conoce como inferencia en redes
bayesianas. En particular, en problemas de diagndstico nos interesa conocer la probabilidad
a posteriori de algunas variables dada cierta evidencia.

Definicién 2.1 (Hallazgo) Un hallazgo consiste en la asignacién de un valor a una variable.

Definicién 2.2 (Evidencia) Un caso de evidencia estd formado por un conjunto de ha-
llazgos. Suele representarse por e: el conjunto E estd formado por las variables que tienen
asignado un valor y la configuracién e esta formada por los valores asignados.

Por ejemplo, si la variable Fiebre toma los valores {ausente, moderada, alta} un hallazgo
puede ser Fiebre = moderada. Si la variable Dolor-tordcico toma los valores {ausente, presente}
un hallazgo puede ser Dolor-tordcico = presente. Un caso de evidencia seria {Fiebre = mode-
rada, Dolor-tordcico = presente}. Otro caso seria {Fiebre = alta, Dolor-tordcico = ausente}.

Un problema de diagnostico tipico consiste en calcular la probabilidad a posteriori de
ciertas variables de interés, X, dada cierta evidencia e: P(xs|e). En este caso el conjunto
de variables X puede dividirse en tres subconjuntos disjuntos:

= variables observadas, E. Son las variables que forman la evidencia.

= variables de interés, X;. Son las variables cuya probabilidad a posteriori nos interesa
conocer.

» otras variables, Xp (el resto). Son las demés variables que forman parte de nuestro
modelo.

Por ejemplo, para el problema de diagndstico consistente en calcular la probabilidad de
que cierto paciente, que presenta fiebre moderada y dolor torécico, tenga neumonia y menin-
gitis, la probabilidad que buscamos es P(Neumonia = presente, Meningitis = presente | Fiebre
= moderada, Dolor-tordcico = presente). En este caso, E = {Fiebre, Dolor-toracico}, X; =
{Neumonia, Meningitis} y X son las demds variables de la red bayesiana.

Otras veces, en vez de querer conocer la probabilidad conjunta de ciertas variables dada
e, lo que nos interesa es la probabilidad individual de cada variable: {P(z1|e), P(z2le)...}.
En este caso se habla de propagacion de evidencia, porque lo que se busca es el impacto de e
sobre cada una de las demas variables de la red.

2.1.2. Meétodo de fuerza bruta

Dada una red bayesiana cuya probabilidad conjunta es P(x), una forma de calcular
P(xr|e) consiste en hallar primero las distribuciones de probabilidad marginales P(xy,e)
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y P(e), y luego aplicar la definicién de probabilidad condicional:
P(x5,e) = Z P(x) (2.1)
XR
P(e)=> > P(x)=> P(xse) (2.2)
94

X] XR
P(X[, e)

Plale) = —5

(2.3)

Sin embargo, debemos recordar que el tamano de P(x) crece exponencialmente con el niimero
de variables que forman la red: si la red consta de n variables binarias, P(x) tiene 2" valores
diferentes, uno por cada configuracién x. Eso origina dos problemas: el primero es el tiempo
necesario para calcular todos los valores de P(x) a partir de las probabilidades condicionales
que definen la red; el segundo es de espacio, es decir, la cantidad de memoria necesaria para
almacenarlos.! Por ello este método, que se conoce como de fuerza bruta, sélo es aplicable
en redes de pequeno tamano (como méximo, unas 30 variables) y atn asi, con un coste muy
alto.

En seguida vamos a ver algoritmos mas eficientes, que consiguen calcular P(xy,e) direc-
tamente a partir de las probabilidades condicionales que definen la red bayesiana, sin tener
que calcular P(x) explicitamente, con lo cual ahorran gran cantidad de tiempo y de espacio.

Por otro lado, la propagacién de evidencia puede abordarse resolviendo por separado cada
uno de los problemas del tipo P(x;|e). Sin embargo, cada uno de estos problemas tiene muchos
cédlculos en comun con los demas. Por tanto, es mejor aplicar algoritmos que al calcular cada
probabilidad almacenen los resultados intermedios obtenidos, con el fin de reaprovecharlos
posteriormente. En la seccion 2.2.2 estudiaremos los métodos de agrupamiento, que son
capaces de conseguir este objetivo.

Introducimos una definicién que nos va a ser util para explicar estos algoritmos.

Definicién 2.3 (Potencial) Un potencial ¢ definido sobre un conjunto de variables X es
una funcién que asigna a cada configuracién x un nimero real: ¥ : X — R.

Ejemplo 2.4 La probabilidad conjunta P(x) es un potencial definido sobre X.
Ejemplo 2.5 La probabilidad condicional P(x|y) es un potencial definido sobre X UY.

Ejemplo 2.6 La suma de dos potenciales 11 (x) y v2(y) da lugar a un nuevo potencial
definido sobre X UY. También la resta, multiplicacién y divisién de potentiales dan lugar a
nuevos potenciales.

'En realidad, el problema de espacio se podria solventar si en vez de almacenar en memoria todos los valores
de P(x) los generamos a medida que los necesitamos. El problema es que habria que generar cada valor tantas
veces como fuéramos a utilizarlo. Es decir, evitamos el problema de la complejidad espacial a cambio de
aumentar el tiempo de computacién. Este fenémeno aparece con frecuencia en los algoritmos exactos de
propagacién de evidencia en redes bayesianas. Por ello muchos de estos algoritmos ofrecen diferentes versiones:
unas reducen la complejidad temporal a costa de usar mas memoria, y otras ahorran tiempo almacenando mas
resultados en memoria.
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2.2. Meétodos exactos

2.2.1. Eliminacion de variables

Supongamos que, dada la red bayesiana de la figura 2.1, formada por 6 variables booleanas,
tenemos la evidencia {H = +h} y queremos calcular la probabilidad a posteriori de A.
Siguiendo el método de fuerza bruta, calculariamos P(a,+h) mediante la ecuacién (2.1):

P(a,+h) = ZZZZP a,b.d, f,g,+h)
= ZZZZP P(bla) - P(d]a) - P(f) - P(g|b,d, f) - P(+hlg)

En este caso, Xp = {B, D, F, G} tiene cuatro variables binarias, y por tanto el sumatorio da
lugar a 2* = 16 sumandos, cada uno de los cuales se obtiene realizando 5 multiplicaciones.
Por tanto, el calculo de P(+4a,+h) requiere 80 multiplicaciones y 15 sumas, y el de P(—a, +h)
otras tantas. En total, necesitamos 160 multiplicaciones y 30 sumas.

(4)

o o

N

Figura 2.1: Red bayesiana de seis nodos.

Veamos como se puede realizar el calculo anterior de forma més eficiente. Tomamos una de
las variables de X g, por ejemplo, G y reunimos todos los potenciales que dependen de ella (en
este ejemplo son las probabilidades condicionales P(g|b,d, f) y P(+hl|g)), los multiplicamos,
sumamos sobre los valores de G y obtenemos un nuevo potencial, cuyo dominio estara formado
por todas las variables que tienen algin potencial en comun con G:

V(b d, f) = ZP glb,d, f) - P(+h|g)

Por tanto,

Aplicando el mismo procedlmlento vamos a eliminar ahora la variable F. En este caso, los
potenciales que tenemos que multiplicar son P(f) y v1(b,d, f):

ZP -1 (b, d, f)

de modo que
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P(a,+h) =) P(a)- P(bla) - P(d|a) - 12(b, d)

b d

Ahora eliminamos la variable B:
P3(a :ZP bla) - (b, d)

P(a,+h) = ZP P(d|a) - ¥3(a,d)

Por 1ltimo, eliminamos D:
Ya(a) =Y P(d|a) - ¢3(a,d)
d
P(a,+h) = P(a) - ¢4(a)

Observe que hemos llegado a P(a,+h) sin haber calculado explicitamente los valores de
la probabilidad conjunta P(a,b,d, f, g, +h).

Aunque parezca que el calculo es méds complicado que con el método de fuerza bruta,
en realidad hemos ahorrado un buen nimero de operaciones. El cdlculo de (b, d, f) ha
necesitado 16 multiplicaciones —una por cada configuracién del tipo (b,d, f, g)— y 8 sumas,
una por cada configuracién (b,d, f). El célculo de ¥2(b, d) necesita 8 multiplicaciones —una
por cada configuracién (b,d, f)— y 4 sumas, una por cada configuracién (b,d). En estos
calculos no interviene la variable A, y por consiguiente nos van a servir tanto para P(+4a,+h)
como para P(—a,+h). El cdlculo de 93(a, d) requiere igualmente 8 multiplicaciones y 4 sumas.
El de 94(a, d), 4 multiplicaciones y 2 sumas. La tultima ecuacién conlleva dos multiplicaciones.
En total, hemos necesitado 38 multiplicaciones y 18 sumas, lo cual significa un ahorro notable
frente al método de fuerza bruta, que requeria 160 multiplicaciones y 30 sumas. Es decir,
hemos reducido el ntimero de operaciones en un 70%. En redes bayesianas con un nimero
mayor de variables el ahorro puede ser mucho mayor, como veremos mas adelante.

Ejercicio 2.7 Calcule cuantas operaciones serian necesarias en el ejemplo anterior si cada
variable en vez de tomar sélo dos valores tomara n. Compare este resultado con el del método
de fuerza bruta.

El algoritmo de eliminacién de variables para el caso general seria asi:

Algoritmo 2.1 (Eliminacién de variables)
Entrada: probabilidades condicionales de una red bayesiana, evidencia e
Salida: P(xj,e)
lista-de-potenciales := {probabilidades condicionales de la red reducidas segin e};
para cada variable X de Xpg
1. sacar de lista-de-potenciales todos los potenciales que dependen de X;
2. multiplicarlos y sumar sobre los valores de X;
3. anadir el potencial resultante a la lista de potenciales;
multiplicar todos los potenciales que quedan en lista-de-potenciales.
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Observe que al reducir las probabilidades condicionales segin e obtenemos unos potencia-
les que ya no dependen de E. Por ejemplo, la probabilidad condicional P(h|g) es un potencial
que depende de G y de H; si estas variables tienen ng y ny valores, respectivamente, este
potencial tomard ng x ny valores. Al reducirlo segin la evidencia {H = +h} obtenemos
el potencial P(+h|g), que sélo depende de G, y por tanto tendré sélo ng valores. El bucle
del algoritmo va eliminando sucesivamente cada una de las variables de Xp, con lo cual a la
salida del bucle tenemos unos potenciales que ya no dependen de E ni de Xg, sino sdlo de
X;. Al multiplicarlos obtenemos el potencial buscado, P(xs,e), y a partir de él calculamos
P(x|e) mediante las ecuaciones (2.2) y (2.3).

Importancia del orden de eliminacién

Considere el grafo de la figura 1.4 (pag. 18). Suponga que queremos calcular P(hy,|h1)
para un valor de H; conocido —por ejemplo, +h;— y para todos los valores de H,,. El
método de fuerza bruta calcularia primero P(+h1, h,,), aplicando directamente la definicién
de probabilidad marginal y la factorizaciéon de la probabilidad:

+h17 ZZ Z d+h1>h27"'>h )

d ha hm 1

=> 3. Z P(+hy|d) - P(hald) - ... P(hp|d)

d hs

Si todas las variables son binarias el método necesitara 2™ x m multiplicaciones y 2" — 1
sumas. Claramente la complejidad del método crece exponencialmente con el nimero de
hallazgos posibles.

Vamos a aplicar ahora el método de eliminacién de variables siguiendo este orden: Ho,
Hg, ceey Hmfl, D:

d) = P(hs|d)
ha
P(+hy, ) =Y > .. Y P(d) - P(+hald) - 1(d) - P(hg|d) - ... - P(hp|d)

d h3 hm—1

y asi sucesivamente hasta llegar a

¢m—2(d) = Z P(hm—1|d)
hm—1

P(+h1,hm) = ZP(d) : P(+h1|d) : wl(d) Tt ¢m72(d) ’ P(hm|d)

d

Finalmente eliminamos D directamente de la ecuacién anterior.

La eliminacién de cada variable H; necesita dos sumas, una para +d y otra para —d. La
ultima ecuacién necesita m multiplicaciones para cada valor de H,,. En total son (m —2) x 2
sumas y 2 x m multiplicaciones. jUna ganancia impresionante frente al método de fuerza
bruta, pues hemos pasado de complejidad exponencial en m a complejidad lineal!

El mismo ahorro puede conseguirse con cualquier ordenacién de las H;’s, siempre que la
ultima variable eliminada sea D.
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Supongamos ahora que un inexperto aplicara el método de eliminacién de variables, pero
eliminando primero la variable D:

Yi(ha, .o hm) = P(d) - P(+hld) - P(ha|d) - ... P(hy|d)
d

P(+h17hm) :Z Z wl(th"ahm)
ha hm—1

La primera de estas dos ecuaciones necesita 2! x m multiplicaciones. La segunda, 22 —1
sumas. jDe nuevo tenemos complejidad exponencial!

Complejidad del problema

En el ejemplo anterior hemos visto que el coste computacional de la eliminacién de varia-
bles puede depender drasticamente del orden de eliminacién. Para ello conviene eliminar las
variables intentando evitar que se formen potenciales grandes. Uno podria pensar que esco-
giendo un buen orden siempre tendremos una complejidad reducida. Sin embargo, eso no es
cierto: hay redes bayesianas que, por la estructura de su grafo, tienen un coste computacional
muy elevado, cualquiera que sea el orden de eliminacién; es decir, cualquiera que sea el orden
escogido, siempre se van a formar potenciales grandes. Piense en el caso extremo de una red
bayesiana basada en un grafo completo (es decir, un grafo en que cada nodo esta conectado
con todos los demds): cualquier orden de eliminacién va a dar un potencial que incluya todas
las variables, exactamente igual que si aplicamos el método de fuerza bruta.

De hecho, Greg Cooper [12] demostré que el problema de la inferencia en redes bayesianas
es NP-completo. Como Vd. ya sabe, los problemas NP-completos forman una familia tal que
cada uno se puede transformar en otro en un tiempo polinémico,? y la solucién del segundo se
puede transformar en tiempo polinémico en una solucién para el primero. Eso significa que si
tenemos una red bayesiana como las que Cooper utilizé en su articulo y una pregunta del tipo
P(xrl|e), podemos transformar este problema en un problema de la clase SAT, o 3SAT, o en
el problema del viajero... y una vez resuelto este problema podemos transformar su solucién
en la respuesta a la pregunta P(x;le).

Aparentemente esto es una buena noticia: si alguien encuentra un algoritmo de comple-
jidad polinémica para un problema NP-completo —cualquiera de ellos—, entonces podemos
transformar nuestra red bayesiana en un problema de ese tipo y luego convertir la solucién de
ese problema en una solucién para nuestra red, todo ello en tiempo polinémico. Sin embargo,
nadie ha conseguido encontrar un algoritmo polinémico para ningiin problema NP-completo;
de hecho, todos los expertos en teoria de la computacion estan convencidos de que tal solucién
no existe, aunque ninguno haya conseguido demostrarlo todavia. (Este el problema abierto
mas importante de la teoria de la computacién. El que consiga resolverlo se hara famoso.)
Si esta conjetura es cierta, eso significa que nunca se podra encontrar un algoritmo capaz de
resolver cualquier red bayesiana en tiempo polinémico.

2“En tiempo polinémico” significa que si el tamaiio del problema, codificado segin algin criterio, es n
entonces existe un valor numérico a tal que el tiempo necesario para resolverlo es menor que a™, y el valor a
sirve para cualquier problema, es decir, para todas las redes bayesianas.
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2.2.2. Agrupamiento

El método de agrupamiento realiza los cdlculos sobre una estructura grifica denominada
arbol de grupos, que definimos asi:

Definicion 2.8 (Arbol de grupos) Sea X un conjunto de variables y {1;} un conjunto de
potenciales tales que cada v;(x;) estd definido sobre un subconjunto X; C X y para cada
variable hay al menos un potencial definido sobre ella, es decir, | J, X; = X. Un drbol de grupos
asociado a este conjunto de potenciales es un arbol dirigido finito que cumple las siguientes
propiedades:

1. Cada nodo del arbol representa un grupo, formado por un subconjunto de variables de
X. Denotaremos por C; tanto el nodo del arbol como el subconjunto de variables que
representa.

2. Si una variable de X pertenece a dos grupos distintos del arbol, entonces pertenece
también a todos los grupos que se encuentran en el camino que hay entre ambos en el
arbol. Es lo que se conoce como propiedad del drbol de uniones.

3. Cada potencial 9; esta asociado a un grupo que contiene todas sus variables. El conjunto
de potenciales asociados a C; lo denotaremos por Pot(C;).

En particular, vamos a estar interesados en los arboles de grupos en que X son las variables
de una red bayesiana (X,G, P) y los potenciales son las probabilidades condicionales que
factorizan P; es decir, para una red de n nodos vamos a tener n potenciales, cada uno de ellos
definido sobre una familia: ¥;(fam(X;)) = ¥i(zi, pa(X;)) = P(zi|pa(X;)). Observe que la
tercera condicién de la definicién de darbol de grupos implica que para cada familia tiene que
haber al menos un grupo que contenga todas sus variables: si no se cumpliera esta condicién
para alguna familia Fam(X;), entonces el potencial P(x;|pa(X;)) no podria estar asociado a
ningdn grupo.

Ejemplo 2.9 Un arbol de grupos para la red bayesiana de la figura 2.2 puede ser el que
se muestra en la figura 2.3. Es inmediato comprobar que se cumple la primera condicién.
También se cumple la segunda: por ejemplo, la variable C' pertenece a C; y a Cy, y por
tanto debe pertenecer también a todos los grupos que se encuentran en el camino que hay
entre ambos, es decir, a Cy y a Cs; del mismo modo, la variable D pertenece a Cy y a Cs,
y por tanto debe pertenecer también a Cs. Por ltimo, la tercera condiciéon se comprueba
facilmente. Observe que en este ejemplo sélo hay una posibilidad de asignar los potenciales
porque cada familia esta contenida en un tnico grupo. O

De la definicién anterior se deduce que para toda red bayesiana existe al menos un arbol
de grupos: el formado por un solo grupo, que contiene todas las variables de la red. Sin em-
bargo, los arboles mas eficientes de cara a la inferencia son aquéllos que tienen los grupos mas
pequenos. La razdén, como veremos en seguida con méas detalle, es que el coste computacio-
nal asociado a cada grupo crece exponencialmente con el nimero de variables que contiene,
mientras que el coste total crece linealmente con el nimero de grupos. Por eso es mejor tener
muchos grupos pequenos, como en la figura 2.3, que un pequeno nimero de grupos grandes.
También en este caso es aplicable el principio de “divide y venceras”.
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7

Figura 2.2: Red bayesiana de siete nodos.

P(a), P(b]a), P(cla)

( Ci={4A,B,C} )
P(d|b)

( C;={B,C,D} )

C3 = {Cv D7 G}
P(gle,d)

P(fle) P(hld)

Figura 2.3: Un posible arbol de grupos para la red de la figura 2.2. Junto a cada grupo hemos
escrito sus potenciales asociados.

Computacién de la probabilidad en un arbol de grupos

Primera version: un solo grupo hace todo el trabajo La primera version del algoritmo
funciona asi:

1. cada grupo se encarga de pedir a sus vecinos sus potenciales asociados,

(\V)

. los proyecta sobre la evidencia,

w

. los multiplica para obtener P(xs,Xpg,e) para todas las configuraciones (x7,xpg),
4. suma sobre las variables de Xy para obtener P(x;,e),

5. calcula P(e) sumando sobre las configuraciones x; y

(@)

. calcula P(xs|e) dividiendo P(xj,e) por P(e).

El paso 1 puede implementarse mediante paso de mensajes, como vamos a ver en el
siguiente ejemplo:
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Ejemplo 2.10 Supongamos que tenemos la red de la figura 2.2 y queremos calcular cualquier
probabilidad conjunta, marginal o condicional a partir del arbol de la figura 2.3. Encargamos
el calculo a C;. Como este nodo sélo tiene algunos de los potenciales, necesita pedir los demas
a los grupos que los tienen, empezando por sus vecinos, los cuales los pedirdn a sus demaés
vecinos, y asi sucesivamente siguiendo la estructura del arbol.

El proceso se inicia cuando C; dice a Co: “recoge los potenciales que quedan de tu lado
y enviamelos”. A su vez, Csy dice a Cs: “recoge los potenciales que quedan de tu lado y
enviamelos”, y éste transmite el mismo mensaje a sus vecinos, C4 y Cs. El grupo Cy4, como
no tiene otros vecinos a los que transmitir la peticiéon, puede responder inmediatamente,
devolviendo el dnico potencial que tiene P(f|c); es decir, el mensaje My3 que C4 devuelve a
Cs es el potencial P(f|c). Del mismo modo, como Cs no tiene otros vecinos, el mensaje que
devuelve a Cj3 estd formado por el tnico potencial de Cs: Ms3 = {P(h|d)}.

Cuando Cj3 ha reunido los mensajes de sus vecinos ya puede devolver a Cs el mensaje que
éste le habia pedido. Este mensaje contendra los potenciales que C3 ha recogido de sus vecinos
mas los potenciales que Cg tenfa: M3y = Pot(Cs) U My3 U Ms3 = {P(g|c,d), P(f|c), P(h|d)}.

Del mismo modo, el mensaje que Co devuelve a C; contendra los potenciales que Cq
ha recibido de sus vecinos —el tnico vecino de Cs, aparte de Cyp, que es quien le ha so-
licitado el mensaje, es C3— mads los potenciales que Cy tenia: My = Pot(Ca) U M3y =
{P(dlb), P(gle,d), P(fle), P(hld)}.

Finalmente, C; agrega a los 3 potenciales que tenia asociados los 4 que ha recibido de sus
vecinos y asi consigue reunir los 7 que formaban parte de la red bayesiana. A partir de ellos
puede calcular la probabilidad conjunta de la red y cualquier otra probabilidad marginal o
condicional que deseemos. O

El nodo encargado de recopilar todos los potenciales de la red, solicitando mensajes a sus
vecinos, se denomina pivote. En el ejemplo que acabamos de considerar el nodo pivote ha
sido Cy, que es el nodo raiz, y por eso todos los mensajes circulaban desde los hijos hacia su
padre. Sin embargo, esto no tiene por qué ser asi: cualquier nodo puede ser el pivote y al
solicitar mensajes a sus vecinos no distinguird entre padres e hijos. La ecuacién general para
calcular el mensaje que un grupo C; envia a su vecino C; es:

Mj,’ = POt(CJ’) @] UMkj (2.4)
k

donde k varfa para cubrir todos los subindices de los vecinos de Cj, incluidos padres e hijos,
excepto C;.

Ejercicio 2.11 Aplique de nuevo el algoritmo al arbol de la figura 2.3, como en el ejemplo
anterior, pero tomando como nodo pivote C3. Es importante que sefiale claramente cuales
son los mensajes que se propagan.

Segunda version: cada grupo hace una parte del trabajo En la secciéon anterior
hemos visto que el nodo pivote se encargaba de recopilar todos los potenciales y de calcular
las probabilidades buscadas. Vamos a ver ahora cémo es posible repartir el trabajo de modo
que cada grupo realiza una parte de la computacién y envia a sus vecinos sélo la informacién
necesaria.

Ejemplo 2.12 Consideremos de nuevo la red de la figura 2.2 y el arbol de la figura 2.3 y
supongamos que queremos calcular la probabilidad de B dada la evidencia e = {+f, -h},
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es decir, P(b|+f,—h). Para ello vamos a calcular previamente P(a,b,c,+f,—h), que es la
probabilidad de las variables de C; y de la evidencia, y de ahi obtendremos P(b, + f, —h) por
marginalizacién:

P(b,+f, _\h) = ZZP(Q7 b,e,+f, _‘h)

La probabilidad P(a,b,c,+f,—h) se calcula a partir de la factorizaciéon de la probabilidad
reordenando los sumatorios para aislar la parte que no depende de los potenciales de Cy; a
esta parte la vamos a llamar Mo:

P(a,b,c,+f,—h) = P(a) - P(bla) - P(c|a) - ZZP djb) - P(+fle) - P(gle,d) - P(=h|d)
= QZ)?(G, b’ C) : M21 (b> C)
donde:

¢1(a,b,¢) = P(a) - P(bla) - P(c|a)
My (b, c) ZZP d|b) - P(+fc) - P(gle,d) - P(—h|d)

El potencial ¢? es el producto de los potenciales asignados a Ci, proyectados sobre la evi-
dencia, mientras que My recoge todos los potenciales asignados a los demas grupos, también
proyectados sobre e. En la definicion de Ms; hemos sumado sobre D y Gj; es decir, sobre
todas las variables de Xy que no forman parte de C;.2 Eso hace que Ms; sélo dependa de
las variables de Cy, porque la suma ha eliminado las demds: dom(Ma;) C Cy.4

La expresién Mo (b, ¢) puede entenderse como un mensaje que Cy envia a C; y puede
calcularse con la informacién que queda del lado de C, si quitaramos de la red el enlace entre
Cl y CQ:

My (b, ¢) ZP (d|b) - ZP (+fle) - P(gle,d) - P(=h]|d)

= Z@ b, d) 'Mgz(c, d)
d

3Al definir Ms; no podemos sumar sobre B ni sobre C' porque eso nos llevarfa a un resultado erréneo.
Tenga en cuenta que

P(b,+f,—h) = quslabc ZZPdu; P(+flc) - P(gle,d) - P(—h|d)

M2 (b,c)

en general es distinto de

z(z¢?<a,bc) 353X Pl P Pl ) P

[M2y errémeo]

La diferencia entre estas dos ecuaciones es que en la primera calculamos M2 (b, ¢) para unos valores de B y
de C concretos, mientras que en la segunda calculamos un potencial Ma2; erréneo, que no depende de valores
concretos de B y de C porque lo hemos calculado sumando sobre todos los valores de estas dos variables.

4Aqui se observa una diferencia respecto de la primera versién del algoritmo: en la primera, cada mensaje
Moz era un conjunto de potenciales, mientras que ahora Ma2; es un potencial que depende de un subconjunto
de las variables de C;.
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donde
¢5(b,d) = P(d|b)
Mss(c,d) = > P(+fle) - P(gle,d) - P(=h|d)

Es decir, el mensaje que Cy envia a C; se calcula a partir de los potenciales asociados a C,
y de los mensajes que Cy recibe de sus vecinos, excepto C1. En M3o hemos reunido todos
los potenciales que no estan asociados a Co y hemos sumado sobre todas las variables que no
pertenecen a Ca, con lo cual garantizamos que dom(Ms;) € Cy. Uniendo este resultado al
anterior, concluimos que dom(Ma;) € Cy N Ca. Este es un caso particular de la propiedad
general dom(M;;) € C; N Cj, que vamos a demostrar mas adelante.

Reordenando los potenciales que componen M3, tenemos que

Mss(c,d) ZP gle,d) - (+f! c) -P(=h|d)
¢°(c d,g) M43( ) Mss(d)

Como ocurria antes, el mensaje que Cs envia a Co se calcula a partir de los potenciales
asociados a C3 y de los mensajes que Cs recibe de sus vecinos, excepto Co. También aqui se
comprueba que dom(Mse) = {C, D} C CaN Cs, dom(My3) = {C} C C3NCyy dom(Ms3) =
{D} C C3nNnCs.

El mensaje My3 es el resultado del potencial inicial de Cy, ¢(c, f) = P(f|c), proyectado
sobre la evidencia, e = {+f, ~h}; si Cy4 tuviera otros vecinos habrfa que multiplicar ¢J(c, +f)
por los mensajes que ellos le enviaran. Como no tiene mas vecinos, el algoritmo termina en
esta rama del arbol.

Igualmente, M es el resultado del potencial inicial de Cs, ¢2(d, h) = P(h|d), proyectado
sobre la evidencia, e = {+f,-h}. Como Cs no tiene mas vecinos, no hace falta multiplicar
por otros mensajes y el algoritmo también termina en esta rama del arbol.

Ejercicio 2.13 Con la misma red y el mismo arbol que en el ejemplo anterior, calcule
P(d|+f,—h) utilizando Cg como nodo pivote. ;Cudles de los mensajes coinciden con los
de dicho ejemplo?

Como hemos visto en estos ejemplos, el algoritmo de agrupamiento permite calcular la
probabilidad a posteriori P(xr|e) siempre que en el drbol haya un grupo C, (donde p significa
“pivote”) que contenga todas las variables de interés: X; C C,. En pseudocddigo puede
expresarse asi:

Algoritmo 2.2 (Propagacién de evidencia en un arbol de grupos)
Entrada: arbol de potenciales, variables de interés X;, evidencia e
Salida: P(xr|e)

C, := grupo que contenga todas las variables de Xr;

producto := 1;

para cada potencial ¢; asociado a C,, es decir, ¥; € Pot(C,),
calcular ¢} como la proyeccién de v; segin la evidencia e;
producto := producto x ¢§'§

)

para cada grupo C; vecino de C,,
calcular el mensaje M;, segin la ecuacién (2.5) [algoritmo 2.3];
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producto := producto x Mp;;

// ahora producto = P(c;,, e), donde C, = C,\E;
R := C,\(X; UE);

P(xr,e) := ). producto;

Ple) =3, P(x1,e);

P(xrle) := P(x1,e)/P(e);

devuelve P(xyle).

La explicacion del algoritmo es la siguiente: primero buscamos un grupo C,, que contenga
todas las variables de interés, y serd nuestro nodo pivote. En el ejemplo anterior, era C1, pues
X; = {B} C C;. Luego multiplicamos todos sus potenciales asociados, proyectados sobre
la evidencia —en el ejemplo eran P(a), P(bla) y P(c|la)— y los mensajes que recibe de sus
vecinos —Mo1 (b, ¢)—. El resultado de estas multiplicaciones nos da la probabilidad conjunta
de las variables de C, y de e. En caso de que C, no contenga ninguna variable observada,
esta probabilidad es P(c,,e); en nuestro ejemplo P(c,,e) = P(a,b,c,+f,—h). Sin embargo,
es posible que C, N E # &; por eso hemos introducido la definicién C;, = C,\E, para poder
afirmar que el producto calculado es igual a P(c;,, e).

La probabilidad P(x;,e) se calcula a partir de P(c;,, e) sumando sobre las configuraciones
de R, que es el conjunto formado por las variables de C,, que no son ni de interés ni observa-
das; en nuestro ejemplo, R = {A,C} y P(x,e) = P(b,+f,~h) =>_,> .P(a,b,c,+f,—h).
Finalmente, P(b,+f,—h) se calcula como P (b, +f,—h)/P(+f,-h).

El término propagacion de evidencia se refiere al hecho de que los mensajes llevan implicita
informacién sobre las variables observadas, de modo que el impacto de cada uno de los ha-
llazgos se transmite a todos los grupos del arbol.

La ecuacion para el cémputo de los mensajes es la siguiente:

My => ¢ ] My, (2.5)

rj; keK

donde Mj; es el mensaje que C; envia C;, (;5? es el producto de todos los potenciales asociados a
C; (previamente proyectados sobre e), K contiene los subindices de los vecinos de C; distintos
de C;j, es decir, K = {k € N | Cy, es padre o hijo de C; en el arbol de unién A k # i}, y Rj;
contiene las variables que pertenecen a C; y no a C;: Rj; := C;\C;. En forma de algoritmo
podemos expresarlo asi:

Algoritmo 2.3 (Mensajes del arbol de grupos)
Entrada: nodos C; y C;, vecinos en un arbol de potenciales
Salida: mensaje M;;, que C; envia a C;
producto := producto de los potenciales asociados a Cj;
para cada vecino C; de C; distinto de C;,
producto := producto x mensaje Mj;;
Rji = CJ\C“
Mj; = eri producto;
devuelve Mj;.
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Es decir, el mensaje que C; envia a C; se calcula multiplicando los potenciales asociados
a C; y los mensajes que C; recibe de sus deméds vecinos, y luego se eliminan por suma las
variables que no pertenecen a C;.

Como se trata de un algoritmo recursivo, el primer paso para garantizar que es correcto
consiste en demostrar que termina en un nimero finito de pasos. Para demostrarlo hay que
tener en cuenta, en primer lugar, que como los arboles no tienen bucles, es imposible que un
nodo que ha solicitado un mensaje reciba posteriormente la peticién de un mensaje; por tanto
las peticiones de mensajes nunca llegan dos veces a un mismo nodo. Por otro lado, dado que
el nimero de grupos en el arbol es finito, tarde o temprano tendra que llegar la peticién a un
nodo sin vecinos, el cual devolvera el mensaje solicitado sin realizar nuevas peticiones.

Falta demostrar que el valor que devuelve es la probabilidad a posteriori P(xr|e). Si
el algoritmo 2.3 devolviera una lista de potenciales, sin realizar sumas ni multiplicaciones,
tendriamos la primera versiéon del método de agrupamiento, la cual es correcta porque se
limita a recopilar los potenciales. En realidad, cuando el algoritmo 2.3 multiplica potenciales
y elimina una variable ello no distorsiona el resultado final, porque al calcular el mensaje
M;; sblo se eliminan aquellas variables que no van a aparecer en calculos posteriores: si
una variable pertenece a C; no se elimina, porque Rj; = C;\C;; tampoco puede haber una
variable que pertenezca a C; y a otros grupos conectados con C; a través de C;, porque
entonces estarfa también en C;. Esta es la razén por la que la definicién de arbol de grupos
incluye la propiedad del drbol de uniones: para evitar que al computar los mensajes una
variable sea eliminada antes de tiempo.

Vamos a examinar ahora cudl es el dominio de Mj;. Hemos visto ya que este mensaje
s6lo depende de variables de C; porque las demds se han eliminado (Rj;; = C;\C;), lo
cual asegura que todos los mensajes que recibe un grupo dependen exclusivamente de las
variables que contiene: dom(M;;) C C;. Por otro lado, todos los potenciales asociados a C;
y todos los mensajes que recibe C; dependen sélo de las variables de C;, lo cual implica
que dom(Mj;) € Cj. A la interseccién de dos grupos vecinos se le denomina separador, y se
representa por S;j, de modo que S;; = Sj; = C; N C; y dom(M;;) € S;;. En la figura 2.4
hemos representado el mismo arbol de grupos que en la 2.3, pero dibujando el separador
de cada par de nodos vecinos. El motivo por el que no hemos senalado la direccion de los
enlaces es triple: (1) cualquier nodo del drbol puede ser pivote, y por eso no importa cuél
es el nodo raiz, (2) cada nodo solicita mensajes a sus vecinos sin importar si son padres o
hijos y (3) los mensajes circulan hacia el nodo pivote sin importar la direcciéon que tenga cada
enlace. Mas adelante veremos un cuarto motivo por el que no importa la direccién de cada
enlace: si queremos calcular la probabilidad P(c;,e) de cada uno de los grupos, entonces por
cada enlace C;—C; van a circular dos mensajes, M;; y M;;, uno en cada direccién. Todo ello
hace que sea indiferente definir y construir el arbol de grupos como grafo dirigido o como no
dirigido, y por eso en la literatura sobre el método de agrupamiento es habitual no dibujar la
direccién de los enlaces en el drbol de grupos.

Comparacién con eliminacién de variables

Vamos a ver que los dos métodos estudiados hasta ahora en este capitulo son mucho mas
semejantes de lo que a primera vista pudiera parecer. Volviendo al ejemplo 2.12, las operacio-
nes que realiza el método de agrupamiento sobre el arbol de la figura 2.3 son casi las mismas
que si aplicdramos el método de eliminacién de variables en este orden: {H,F,G,D,C, A};
la semejanza se observa mejor en la figura 2.4, que representa el mismo arbol de grupos, pero
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ABC

CF ¢ cpe b DH
(Cor ) eF—ens )

Figura 2.4: Arbol de grupos para la red de la figura 2.2. Es el mismo arbol de la figura 2.3,
pero aqui hemos dibujado los separadores de cada par de nodos vecinos y hemos omitido la
direccién de los enlaces.

mostrando explicitamente el separador asociado a cada enlace.
En primer lugar, cuando el hallazgo “—h” forma parte de la evidencia, tenemos que
Ms53(d) = P(—h|d). Sin embargo, en general se calcularia asi:

Mss(d) = > P(h|d)
h

Tanto en un caso como en otro, podemos interpretar Ms3(d) como un potencial ¢ (d) resul-
tante de eliminar los potenciales que dependen de H (que en este caso es sélo uno).?

Del mismo modo, el potencial My3(c), que en este ejemplo es igual a P(+f|c), en general
seria

Muz(c) =) P(fle)
f

y por tanto Mys(c) puede interpretarse como un potencial 12(c) resultante de eliminar los
potenciales que dependen de F'.

En el método de eliminacién de variables, al eliminar GG obtendriamos nuevo potencial,

Y3(e,d) =) Plgle,d)
g

®Recuerde que los subindices de cada mensaje M indican el grupo que lo envia y el que lo recibe, mientras
que el subindice de v indica el orden en que se ha obtenido este potencial al eliminar variables. Por tanto, no
hay ninguna relacién directa entre los indices de M y el de .
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mientras que en el método de agrupamiento teniamos

Mzz(c,d) =Y ¢3(c,d, g) - Maz(c) - Ms3(d)
= Mug(c) - Msz(d) - Y ¢3(c,d, g)
g

= P(+/]c) - P(=h|d) - 3" P(gle,d)
—— N——

V() vid) T
P3(c,d)

Al eliminar D obtenemos

Ya(bye) =Y P(d]b) - v1(d) - ha(c) - 3(c,d) = Man (b, )

¢ g8b.a) M (e.d)

Recordamos también que el método de agrupamiento realizaba este calculo:
P(b,+f,=h) =Y > ¢3(a,b,c) - May(b,c)
a (&

En cambio, el método de eliminaciéon de variables realizaria éste:

P(b,+f,=~h) =) P(a)- P(ba) - Y P(cla) - a(b,c)

s (b)

Teniendo en cuenta que
¢1(a,b,¢) = P(a) - P(bla) - P(cla)

y Ma1(b, c) = 14(b, ¢), se observa que los dos métodos estan realizando casi las mismas opera-
ciones. Tan solo hay pequenas diferencias en el orden en que se realizan las multiplicaciones
y las sumas, e incluso estas diferencias se podrian haber reducido aiin méas construyendo un
arbol de grupos un poco diferente.

En realidad, se puede demostrar que para toda red bayesiana y todo orden de eliminacion
de variables existe un arbol de grupos tal que ambos métodos realizan las mismas operaciones
[14]. De hecho, més adelante vamos a utilizar esta propiedad para construir un arbol de
grupos a partir de un orden de eliminacion de variables.

Ahora que hemos visto la semejanza entre ambos métodos, vamos a ver también sus
diferencias. Supongamos que, después de calcular P(b|+f,—h), queremos calcular también
P(a|l+f,—h), P(c|+f,—h) y P(d|+f,—h); es decir, tenemos nuevos problemas de inferencia
con la misma evidencia pero diferentes variables de interés. Las dos primeras probabilidades
pueden obtenerse también a partir de P(a,b,c,+f, —h), que es uno de los resultados inter-
medios obtenidos en el célculo de P(b|+f, —h) mediante el método de agrupamiento; por
tanto podemos calcular facilmente estas dos probabilidades sin propagar nuevos mensajes. El
célculo de P(d|+f,—h) puede realizarse también mediante el método de agrupamiento, pero
utilizando Cy = {B, C, D} como pivote. El célculo se realizaria asi: la probabilidad conjunta
de las variables de este grupo y de la evidencia es

P(b,c,d,+f,—h) = ¢3(b,c,d) - Mya(b, c) - Msy(c, d)
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y a partir de ahi calcularfamos P(d,+f,—h) y P(d|+f,—~h). Observe que los valores de ¢
y Ms3o son los mismos que habiamos obtenido al aplicar el método de agrupamiento por
primera vez para calcular P(b|+f,—h), por lo que podemos reaprovechar una parte de los
calculos anteriores. La forma general de reaprovechar los resultados intermedios es almacenar
cada (;5? en el grupo C;, y los mensajes M;; y Mj; en el enlace C;—C;. De este modo, el
arbol de grupos no sélo indica cémo hay que combinar los potenciales, sino que también
puede utilizarse como una caché, que permite reducir el tiempo de computacién (complejidad
temporal) a costa de aumentar la cantidad de memoria requerida (complejidad espacial).

En cambio, en el método de eliminacién de variables no es facil establecer un sistema de
almacenamiento (una caché) que permita reaprovechar los resultados intermedios, y por ello
habria que repetir los calculos desde cero para cada probabilidad condicional que queramos
COnocer.

Otra diferencia es que cada arbol de grupos sdélo sirve para calcular algunas probabilidades
a posteriori y no otras. Como hemos indicado al presentar el algoritmo 2.2, para calcular la
probabilidad a posteriori P(xr|e) hace falta que en el drbol haya un grupo C, que contenga
todas las variables de interés: X; C C,. Por ejemplo, a partir del arbol de la figura 2.3 no
podemos calcular P(a,d|+ f, —h) porque no hay ningiin grupo que contenga a la vez A y D.5
En cambio, el método de eliminacion de variables no tiene esta restriccién.

De aqui se deduce una regla: cuando tenemos que calcular la probabilidad a posteriori de
una sola variable, P(z|e), o de un conjunto de variables, P(xz|e), es mejor utilizar el método
de eliminacion de variables, porque ahorra tiempo y espacio, pues no necesita construir el &rbol
ni almacenar resultados intermedios; en cambio, cuando tenemos que calcular la probabilidad
a posteriori de muchas variables, es mejor aplicar el método de agrupamiento... siempre
que nuestro ordenador tenga suficiente memoria. Si no tiene suficiente memoria, deberemos
aplicar repetidamente el método de eliminacién de variables, aunque sea mucho més lento por
la necesidad de repetir los mismos calculos una y otra vez.

Construccién del arbol (bosque) de grupos

Existen varios métodos para la construccién de un arbol de grupos para una red bayesiana.
Un método trivial consistiria en construir un arbol de un solo grupo que incluyera todas las
variables. Sin embargo, la inferencia sobre ese drbol seria muy ineficiente, pues el tamano del
potencial asociado a su Unico grupo creceria exponencialmente con el niimero de variables de
la red. De nuevo estariamos aplicando el método de fuerza bruta en vez de aprovechar las
independencias indicadas por el grafo de la red.

En esta seccién vamos a explicar un método mucho més eficiente. Aunque nosotros lo
vamos a aplicar especialmente a redes bayesianas, en realidad sirve para cualquier conjunto
de potenciales. El primer paso de este método consiste en construir el grafo de dependencias.

Definicién 2.14 (Grafo de dependencias) El grafo de dependencias para un conjunto de
variables X y un conjunto de potenciales {1;}, tal que cada v;(x;) estd definido sobre un
subconjunto X; C X,. es un grafo no dirigido tal que entre dos nodos X; y X; hay un enlace
si y sdlo si existe un potencial que incluye ambas variables en su dominio.

n(n—1)

Segin esta definicién, cada potencial de n variables induce —5— enlaces en el grafo,
aunque es posible que un mismo enlace sea inducido por mas de un potencial.

5Mis adelante explicaremos cémo construir un arbol de grupos destinado a calcular la probabilidad a
posteriori P(xr|e).
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Ejemplo 2.15 El grafo de dependencias de {11 (a, b, ¢),¥2(c, d)} tendra cuatro enlaces: A-B,
A-C, B-Cy C-D.

La probabilidad condicional P(z|ui,...,u,) induce n enlaces del tipo X-U; y w
enlaces del tipo U;~U;. Por tanto, el grafo de dependencias de una red bayesiana puede
construirse a partir del grafo de la red sustituyendo cada enlace dirigido U; — X por el enlace
no dirigido U;—X y trazando un enlace entre cada par de nodos que tengan un hijo en comin
(salvo que ya existiera tal enlace, naturalmente).”

Ejemplo 2.16 El grafo de dependencias para la red bayesiana de la figura 2.2 es el que
aparece en la figura 2.5.a. Como el nodo G tenia dos padres, que no estaban “casados”, ha
sido necesario trazar un enlace C—D. Los demés nodos tienen menos de dos padres y por eso
no es necesario anadir més enlaces.

Un algoritmo para la construccion del arbol de grupos puede ser el siguiente. En realidad,
puede ocurrir que este algoritmo no devuelva un solo arbol, sino varios, y por eso es mas
correcto hablar de bosque de grupos.

Algoritmo 2.4 (Construccién del bosque de grupos)
Entrada: conjunto de potenciales definidos sobre X
Salida: bosque de grupos, lista de grupos raiz
construir el grafo de dependencias;

1 := numero de variables en X;
grupos-huérfanos := lista vacia;
grupos-raiz := lista vacia;
mientras el grafo contenga nodos,
seleccionar un nodo para eliminar, X;
S; := {vecinos de X en el grafo}; // separador de C;
C,; = {X }U S;;
para cada grupo C; de la lista grupos-huérfanos,
si 8; C C; entonces {
trazar un enlace C; — C; en el bosque de grupos;
sacar C; de grupos-huérfanos;
¥
si S; = & entonces {
anadir C; a grupos-raiz;
} en otro caso {
casar los nodos de S; que no estuvieran casados;®
anadir C; a grupos-huérfanos;
}
eliminar el nodo X del grafo de dependencias;
1:=1—1;

asignar cada potencial a un grupo que contenga todas sus variables.

"Esta operacién de “casar” los padres se denomina moralizacién, porque se considera “inmoral” que dos
nodos tengan un hijo en comun sin estar “casados”.
8Es decir, trazar un enlace Xy—X; entre cada par de nodos de S; si dicho enlace no existia.
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Figura 2.5: Construccién de un arbol de grupos para la red bayesiana de la figura 2.2. A
medida que vamos eliminando nodos del grafo de dependencias va creciendo el arbol de grupos.
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Ejemplo 2.17 La figura 2.5 ilustra la aplicacion del algoritmo a la red bayesiana de la
figura 2.2. Primero construimos el grafo de dependencias, que tiene 7 nodos, tantos como la
red bayesiana (véase la figura 2.5.a). El drbol de grupos atn esta vacio.

Seleccionamos H como nodo para eliminar, lo cual nos da el grupo C; = {D, H}, cuyo
separador es S; = {D}. A continuacién eliminamos el nodo F, lo cual nos da el grupo
Cs = {C, F'}, cuyo separador es S¢ = {C'}. En ese momento quedan cinco nodos en el grafo
de dependencias y el bosque tiene dos grupos, ambos huérfanos (véase la figura 2.5.b).

Al eliminar G se forma el grupo Cs = {C, D, G}, cuyo separador es S5 = {C, D}. Dado
que C'y D ya estan casados, no hace falta anadir ningtin enlace. Como Sg C C5 y S7 C Cs,
este grupo se convierte en padre de Cg y Cr, que salen de la lista de grupos huérfanos, y
entra en ella Cs (figura 2.5.¢).

Al eliminar D tenemos C4 = {B,C,D} y S4 = {B,C}. Como By C no estan casados,
hay que anadir un enlace entre ellos (figura 2.5.d). El hecho de que S5 C C,4 permite trazar
el enlace C4 — Cs. Por eso Cj sale de la lista de grupos huérfanos y entra Cy.

Continuamos eliminando las variables C';, B y A, lo cual nos lleva a C3 = {A, B,C},
S3=Ce ={A,B}, Se =C; ={A} y S; = @ (figura 2.5.¢). En este caso el bosque tiene un
s6lo arbol, cuya raiz es C; = {A}. O

Ejercicio 2.18 Construya un bosque de grupos para el grafo de dependencias formado por
siete variables y los siguientes enlaces: A-B, B-C, D-FE, D-F, D-G, y E-F. Solucién: el
bosque tendra dos arboles, uno de tres grupos y otro de cuatro.

Vamos a hacer algunas observaciones sobre este algoritmo.

1. El bosque contiene tantos grupos como nodos habia en el grafo de dependencias, es
decir, tantos como variables habia en el conjunto X sobre el que estdn definidos los
potenciales, pues cada grupo se forma al eliminar una variable.

2. Si el grafo de dependencias de un conjunto de potenciales es conexo, como ocurre en el
ejemplo anterior, entonces el algoritmo devolverd un bosque de un solo arbol. (Recor-
demos que, segun la definicién 1.59, un grafo es conexo si entre cada par de nodos existe
al menos un camino.) Si no lo es, el algoritmo devolverd un arbol por cada uno de los
componentes conexos del grafo. En todos los casos, cada arbol tendrd tantos grupos
como nodos habia en el componente conexo (del grafo de dependencias) que ha dado
lugar a ese arbol.

3. Al eliminar un nodo X y formar el grupo C;, el separador S; contiene la interseccién de
C; con los nodos que ain quedan en el grafo de dependencias. También se cumple que
C, = {X}US,;. Por tanto, si S; estd vacio eso significa que C; sélo contiene un nodo
y que este nodo no tenfa vecinos en el grafo de dependencias, es decir, X era el iltimo
nodo de uno de los componentes conexos del grafo. El grupo C; = {X} se constituird
en la raiz de un arbol; ese drbol contendra todas (y solamente) las variables conectadas
con X en el grafo de dependencias.

4. Todo subconjunto completamente conexo en el grafo de dependencias (es decir, un
conjunto tal que entre cada par de nodos existe un enlace) estard contenido en algin
grupo del arbol. La razén es que en cuanto se elimine un nodo de ese conjunto se
formara un grupo con dicho nodo y todos sus vecinos, el cual incluird todos los nodos
del subconjunto (y quizé algunos nodos méas). Por ejemplo, {C,G} y {C,D,G} son
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completamente conexos en el grafo de dependencias de la figura 2.5.a; al eliminar el
nodo G se anade al arbol un grupo que contiene todas sus variables, como puede verse
en la figura 2.5.e.

5. Si el potencial 1); esta definido sobre X; entonces los nodos de X; forman un subconjunto
completamente conexo y por eso habrd un grupo que contenga todas las variables de
X;. Eso es lo que garantiza que siempre serd posible asignar v; a algin grupo del arbol.
Asi se satisface la tercera condicién de la definicién de arbol de grupos (cf. pag. 46).

6. Al formar el grupo C; casamos todos los nodos de S;. El propésito de esta operacién
es asegurar que S; sea un conjunto completamente conexo en el grafo de dependencias
resultante, lo cual nos asegura que si S; no estd vacio tarde o temprano se va a formar
un grupo que contenga todas sus variables y, en consecuencia, adoptara a C; como hijo.
Eso garantiza que cuando el algoritmo termine no habra ningiin nodo huérfano; véase
de nuevo la figura 2.5.e.

7. Para demostrar que el algoritmo 2.4 es correcto sélo falta demostrar que cada uno
de los arboles formados cumple la propiedad del arbol de uniones introducida en la
definicién 2.8 (pag. 46). Este resutado queda garantizado por la siguiente proposicién.

Proposicion 2.19 Cada uno de los arboles formados por el algoritmo 2.4 cumple la propie-
dad del arbol de uniones, es decir, la condicién 2 de la definicién 2.8.

Demostracion. Tenemos que demostrar que si una variable X aparece en dos grupos cuales-
quiera del arbol, C; y C;, entonces aparece también en todos los grupos que se encuentran en
el camino que hay entre ellos. Examinemos primero el caso en que C; sea antepasado de C;
(piense, por ejemplo, en la variable D y en los grupos {B,C, D} y {D, H} de la fig. 2.5). En
este caso sabemos que Cj, el descendiente, se formé antes que C;. El hecho de que X € C;
implica que X ain estaba en el grafo de dependencia cuando se formé C;. Por tanto X € S;
y también pertenece al padre de C; en el grafo. Aplicando el mismo razonamiento repetida-
mente llegamos a la conclusion de que X pertenece a todos los grupos que estan en el camino
que asciende desde C; hasta C;.

Si C; es antepasado de C; la demostracién es similar.

Tan sélo falta examinar el caso en que ambos grupos tengan antepasados comunes. Sea
Cy, el grupo formado al eliminar la variable X. Obviamente todos los grupos que contienen a
X se han formado antes que Cj. Por eso si un grupo C; distinto de Cj, contiene a X entonces
X pertenece también a su separador, S;, y a su padre en el arbol, y asi sucesivamente, de
modo que en la cadena de antepasados de C; tarde o temprano aparecerd Cg; todos los grupos
que se encuentran en el camino que asciende desde C; hasta Cj contienen la variable X.

Sea C,, el nodo més alto del camino que hay entre C; y C;. Como Cy, es antepasado de
C; y de Cj, el grupo C,, ha de ser necesariamente Cj, o uno de sus descendientes. Por tanto,
todos los grupos que se encuentran entre C; y C,,, ambos inclusive, contienen a X, y todos
los que se encuentran entre C; y C,, también, con lo cual queda demostrada la proposicion.

2.2.3. Variantes del método de agrupamiento

Bosque de grupos especifico para la evidencia

Segun la exposicién que hemos seguido en este capitulo, el algoritmo 2.4 construye el arbol
de grupos, independientemente de cudl sea la evidencia, y luego es el algoritmo 2.2 el que se
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encarga de proyectar los potenciales segin la evidencia disponible. Una forma mas eficiente
de realizar los célculos consiste en proyectar los potenciales primero y luego construir el arbol
de grupos (naturalmente, el algoritmo 2.2 ya no necesitaria proyectar los potenciales sobre la
evidencia).

Eso tiene el inconveniente de que hay que construir un grafo diferente para cada caso de
evidencia, es decir, para cada conjunto de hallazgos, pero en general ese coste computacional
se ve sobradamente compensado por el hecho de tener un grafo de dependencias con menos
nodos y menos enlaces, como puede verse en el siguiente ejemplo, lo cual conduce a un arbol
de grupos en que la inferencia es mucho més eficiente en tiempo y en consumo de memoria.’

Ejemplo 2.20 Dada la red bayesiana de la figura 2.2, vamos a construir un arbol de grupos
especifico para la evidencia e = {+b,g}. Los potenciales que vamos a asignar al arbol son:
P(a), P(+bla), P(cla), P(d|+b,c), P(f|c), P(—glc,d) y P(h|d). Observe que P(+b|a) es un
potencial que sélo depende de la variable A, y P(—g|c, d) sélo depende de las variables C'y D.
En primer lugar, construimos el grafo de dependencias que aparece en la figura 2.6. Este grafo
contiene un enlace entre dos variables si y sélo si existe un potencial que dependa de ambas.
Un posible drbol de grupos para este grafo es el que se muestra en la figura 2.7. Observe que
este arbol tiene tres grupos de dos nodos cada uno, mientras que el de la figura 2.3 tiene tres
grupos de tres variables y dos de dos.

Figura 2.6: Grafo de dependencias para la red de la figura 2.2 y la evidencia e = {+b, ~g}.

Ejercicio 2.21 Construya un bosque de grupos para la red bayesiana de la figura 2.2 y la
evidencia e = {+a, +d}. ;Cudntos arboles tiene este bosque?

Ejercicio 2.22 Repita el ejercicio anterior para la evidencia e = {+b,+¢}.

Para concluir esta seccién, vamos a mencionar brevemente la importancia del orden de
eliminacién de nodos, que es muy semejante a la importancia del orden en el método de
eliminacién de variables (cf. pédg. 44), lo cual no es sorprendente, dada la estrecha relacién
que existe entre ambos métodos, como ya hemos comentado. De hecho, incluso podemos
utilizar los mismos ejemplos.

9Un ahorro adicional, en general bastante significativo, puede lograrse si antes de proyectar los potenciales
podamos de la red los nodos sumideros, de los cuales hablaremos en la seccién 2.2.4.
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P(a), P(+bla), P(c|a)

[ AC
cs
P(h|d)

P(d|+b,c),
P(—gle,d)

P(fle)

Figura 2.7: Un posible arbol de grupos para la red de la figura 2.2, especifico para la evidencia
e ={+b,g}.

Volvamos de nuevo al grafo de la figura 1.4 (pag. 18). Si el primer nodo eliminado del
grafo de dependencias es D, entonces el primer grupo formado contendré todas las variables:
Cn+1 = {D,H;,...,Hy,}; el siguiente, contendrd todas menos D: C,, = {Hy,...,Hp},
etc. El mensaje que C,,11 envia a C,, depende de m variables, el de C,,, a C,,_1 de m — 1
variables, y asi sucesivamente. Este método sélo representa una ventaja frente al de fuerza
bruta en que puede reaprovechar calculos si hay que calcular varias probabilidades a posteriori,
pero a costa de emplear mucha méas memoria. En cambio, si las variables se eliminan en el
orden {Hi,...,Hp, D} cada grupo sélo contendra dos variables, con lo que la computacién
resultard mucho mas eficiente: recordemos que la complejidad computacional de este método
crece exponencialmente con el tamafio de los grupos.

Como regla general, conviene eliminar primero aquellos nodos que no anaden enlaces al
grafo de dependencias. En el ejemplo anterior, el orden {H1,..., H,,, D} no anade ningin
enlace, mientras que si se elimina primero D hay que anadir un enlace entre cada par de
variables {H;, H;}. Por desgracia, encontrar el orden éptimo de eliminacién es un problema
NP-completo, pero afortunadamente existen heuristicas que con un coste computacional pe-
queno suelen dar buenos 6rdenes de eliminacion. Desde luego, la primera condicién que debe
cumplir una heuristica es no anadir enlaces salvo que sea estrictamente necesario, y por eso
practicamente todas las heuristicas propuestas empiezan por eliminar los nodos que tienen
todos sus vecinos casados. Una de las heuristicas més sencillas consiste en eliminar primero
el nodo que tenga que anadir menos enlaces. Mas adelante mencionaremos otras formas de
obtener un orden de eliminacién.

Esta seccién estd destinada a alumnos avanzados que quieran estudiar las principales
referencias bibliograficas sobre el método de agrupamiento para ampliar los conocimientos
presentados en este capitulo. Por eso vamos a explicar aqui las diferencias existentes entre la
versién que nosotros hemos presentado y las que se encuentran habitualmente en la literatura.
Los alumnos que no vayan a consultar otras fuentes bibliograficas pueden omitir esta seccién
0, mejor aun, leerla sélo superficialmente.

Grafos triangulados

Uno de los conceptos que aparecen con més frecuencia en la literatura sobre este tema es
el de grafo triangulado y triangulacién, que se definen asi.

Definicién 2.23 (Grafo triangulado) Un grafo no dirigido esté triangulado si para todo
ciclo de longitud mayor que tres existe al menos un enlace que une dos nodos no consecutivos



62 Capitulo 2. Inferencia en redes bayesianas

en el ciclo.

Dicho en forma negativa, un grafo es no triangulado si contiene al menos un ciclo de
longitud mayor que tres tal que no existe ningiin enlace entre un par de nodos no consecutivos
de ese ciclo.

Definicién 2.24 (Triangulacién) La triangulacion de un grafo consiste en anadir enlaces
que lo conviertan en triangulado (si no lo era ya).

Ejemplo 2.25 En la figura 2.5.a tenemos un ciclo de longitud cinco, A-B—D-G—C—-A; como
hay un enlace C—D entre nodos no consecutivos, este ciclo no impide que el grafo sea trian-
gulado. En cambio, el ciclo A-B—D-C-A hace que el grafo no sea triangulado, pues es de
longitud cuatro y no hay en el grafo ningtin enlace que una dos nodos no consecutivos de ese
ciclo. Existen dos formas de triangular ese grafo: amnadir el enlace A-D y afnadir el enlace
B-C, pues cualquiera de los unird dos nodos no consecutivos del ciclo. Observe que en el
proceso de construccién del arbol de grupos el algoritmo 2.4 (fig. 2.5.d) anade el enlace B—C;
si anadiéramos este enlace al grafo de la figura 2.5.a obtendriamos el grafo triangulado que
aparece en la figura 2.8. O

(D—8)

\

®H © @

Figura 2.8: Grafo triangulado correspondiente al grafo de dependencias que aparece en la
figura 2.5.a.

El resultado anterior se puede generalizar, dando lugar a un algoritmo de triangulacién de
grafos basado en un orden de eliminacion de nodos. En realidad, es el mismo algoritmo 2.4,
pero prescindiendo de la construccién del arbol de grupos y de las operaciones con potenciales.

Algoritmo 2.5 (Triangulacién por eliminacién de nodos)

Entrada: grafo no dirigido
Salida: grafo triangulado
hacer una copia del grafo no dirigido,
mientras la copia del grafo contenga nodos,

seleccionar un nodo para eliminar, X;

S; := {vecinos de X en la copia del grafo};

si S; # @ entonces {

casar los nodos de S; que no estuvieran casados, recordando
qué enlaces han sido anadidos;
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}

eliminar el nodo X de la copia del grafo;
anadir al grafo los enlaces anadidos al eliminar los nodos.

La demostracién de que el grafo producido por este algoritmo esta triangulado es muy
sencilla: si el grafo original tenia un ciclo de longitud n, con n > 3, y no habia ningtin enlace
para ningun par de nodos adyacentes, la eliminacién de uno de los nodos del ciclo (en la copia
del grafo) anadird un enlace entre sus dos vecinos (tanto en la copia como en el original),
que no eran adyacentes en el ciclo, con lo cual ese ciclo ya no puede impedir que el grafo sea
triangulado. Ciertamente, el nuevo enlace da lugar a un ciclo de longitud n — 1 que no estaba
en el grafo original, pero también para él se anadird un enlace entre nodos no adyacentes
cuando se elimine alguno de sus nodos, y asi sucesivamente.

Imaginemos ahora que a un grafo cualquiera le aplicamos el algoritmo 2.5, obteniendo
asi un grafo triangulado. En este segundo grafo el primer nodo que hemos eliminado tiene
todos sus vecinos casados, y podemos eliminarlo sin tener que anadir enlaces. Este resultado
se puede generalizar a cualquier grafo triangulado (no sélo a los que se han triangulado por
eliminacién de nodos):

Proposiciéon 2.26 En un grafo triangulado siempre hay al menos un nodo que tiene todos
sus vecinos casados.

Al eliminar este nodo, el grafo resultante también serd triangulado, por lo que podemos
aplicar la operacion repetidamente hasta eliminar todos los nodos sin haber anadido ningtin
enlace.

En un grafo no triangulado, como el de la figura 2.5.a, puede haber nodos que tengan
todos sus vecinos casados, pero si eliminamos estos nodos, tarde o temprano llegaremos a
un grafo en que no habra ningin nodo que tenga todos sus vecinos casados (fig. 2.5.c). Para
poder seguir eliminado nodos tendremos que anadir enlaces que contribuyan a la triangulacién
de este grafo.

Conglomerados de un grafo triangulado

En este apartado vamos a introducir el concepto de arbol de conglomerados y a ver su
relacion con el de grafo triangulado.

Definicién 2.27 (Conglomerado) En un grafo no dirigido, un conglomerado es todo sub-
conjunto de nodos completamente conexo maximal.

Definicién 2.28 (Bosque de conglomerados) Dado un grafo no dirigido, el bosque de
conglomerados estd formado por un conjunto de drboles tales que cada nodo (de un arbol)
representa un conglomerado (del grafo original) y cada érbol cumple la propiedad del arbol
de uniones.

Ejemplo 2.29 Los conglomerados del grafo de la figura 2.8 son {A, B,C}, {B,C, D}, {C, F'},
{C,D,G} y {D,H}. Los conjuntos {A} y {A, B} son completamente conexos pero no son
conglomerados porque no son maximales, dado que también {A, B,C} es completamente
conexo. Un posible drbol de conglomerados para este grafo es el de la figura 2.3 (pag. 47).
Observe que el arbol de esta figura es muy similar al de la fig. 2.5.¢; la diferencia principal es
que en el primero sélo aparecen los conglomerados.
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Ejercicio 2.30 Construya un bosque de conglomerados para el grafo del ejercicio 2.18. So-
lucién: se puede construir un bosque formado por dos drboles, de dos conglomerados cada
uno. Compare este resultado con el bosque de grupos que obtuvo en el ejercicio 2.18.

La diferencia principal entre arbol de grupos y arbol de conglomerados es que el primero
se refiere a un conjunto de potenciales y el segundo a un arbol no dirigido; sin embargo, si
nos fijamos en el arbol de dependencias asociado al conjunto de potenciales, esta diferencia
desaparece. Por otro lado, también es posible asignar potenciales a los nodos de un arbol de
conglomerados, como veremos mas adelante. Por tanto, la diferencia principal entre ambos
es que en un arbol de grupos —como el de la figura 2.5.e— cada nodo representa un conjunto
de nodos (del grafo de dependencias) que no tiene por qué ser completamente conexo ni
maximal,'® mientras que en un drbol de conglomerados —como el de la figura 2.3 o el que ha
obtenido en el ejercicio 2.30— cada nodo representa un conglomerado, es decir, un subconjunto
completamente conexo maximal. Por eso puede decirse que un arbol de conglomerados es un
caso particular de arbol de grupos.

Enunciamos ahora una proposicién que no vamos a demostrar, pero que nos va a ser muy
util como fundamento de un algoritmo que construye un bosque de conglomerados.

Proposicion 2.31 Los conglomerados de un grafo triangulado pueden organizarse en un
bosque de conglomerados. Cada componente conexo del grafo triangulado da lugar a un
arbol.

Corolario 2.32 Los conglomerados de un grafo triangulado conexo pueden organizarse en
un arbol de conglomerados.

Ejemplo 2.33 En ejemplo anterior hemos visto que los conglomerados del grafo de la figu-
ra 2.8, que estd triangulado, pueden organizarse en un arbol de conglomerados. En cambio,
el grafo de la figura 2.5.c no estd triangulado, y sus conglomerados, que son {A, B}, {A,C},
{B,D} y {C, D}, no pueden organizarse en un érbol de grupos. Por ejemplo, si probamos
con el arbol {A,C} — {A,B} — {B,D} — {C, D} vemos que no cumple la propiedad del
arbol de uniones porque la variable C' aparece en el raiz y en el nodo hoja pero no aparece
en los grupos intermedios.

La proposicién anterior puede demostrarse mediante el siguiente algoritmo; para que el
algoritmo sea correcto, es necesario que el nodo X seleccionado en cada iteracién tenga todos
sus vecinos casados, lo cual es siempre posible, por la proposicién 2.26.

Algoritmo 2.6 (Construccién del bosque de conglomerados)
Entrada: grafo triangulado
Salida: bosque de conglomerados, lista de conglomerados raiz
construir el grafo de dependencias;
conglomerados-huérfanos := lista vacia;
conglomerados-raiz := lista vacia;

108in embargo, el algoritmo 2.4 sélo forma un grupo cuando todos los nodos estan casados, aunque para ello
tenga que anadir algunos enlaces. Estos enlaces son los mismos que se necesitan para triangular el grafo. Por
eso, cada grupo del arbol de grupos representa un conjunto completamente conexo del grafo de dependencias,
aunque no todos los grupos son maximales. Por ejemplo, en el drbol de la figura 2.5.e los grupos {A} y {4, B}
no son maximales porque estdn contenidos en {A, B,C}, que si es completamente conexo maximal, es decir,
representa un conglomerado del grafo triangulado de la figura 2.8.
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1:=1;
mientras el grafo contenga nodos {
seleccionar un nodo para eliminar, X;
C,; := {X y sus vecinos en el grafo};
S; := {vecinos de C; que tienen vecinos fuera de C;}; // separador de C;
para cada conglomerado C; de la lista conglomerados-huérfanos,
si S; C C; entonces {
trazar un enlace C; — C; en el bosque de conglomerados;
sacar C; de conglomerados-huérfanos;
¥
si S; = @ entonces {
anadir C; a conglomerados-raiz;
} en otro caso {
anadir C; a conglomerados-huérfanos;
}
eliminar del grafo no dirigido los nodos de C;\S;;
1:=1+1;

.

Ejercicio 2.34 Aplique este algoritmo al grafo de la figura 2.8 y compruebe que se obtiene
el mismo arbol de grupos de la figura 2.3, en el cual cada grupo es un conglomerado. (La
diferente numeracién de los grupos es irrelevante.)

Ejercicio 2.35 Aplique este algoritmo al grafo del ejercicio 2.18. ;Obtiene el mismo resul-
tado que en el ejercicio 2.307

Las diferencias de este algoritmo frente al 2.4 son las siguientes:

1. En cada iteracion el algoritmo 2.4 elimina un solo nodo, mientras que éste puede eliminar
varios nodos. Por ejemplo, si tenemos un conjunto de nodos completamente conexo
{A,B,C,D} y sélo Ay B tienen otros vecinos, al eliminar D eliminaremos también C'.

2. Este algoritmo toma como entrada un grafo triangulado y por tanto siempre puede
eliminar algin nodo sin necesidad de anadir enlaces. Sin embargo, podriamos modificar
este algoritmo para que acepte grafos no triangulados: basta anadir la linea de codigo
“casar los nodos de S; que no estuvieran casados” antes de la linea “anadir C; a grupos-
huérfanos”, como en el algoritmo 2.4.

3. El algoritmo 2.4 toma como entrada un conjunto de potenciales y al final asigna cada
potencial a un grupo del drbol (mejor dicho, a un grupo de algin arbol del bosque),
mientras que en el 2.6 no se hace ninguna referencia a potenciales. Sin embargo, también
esta diferencia puede soslayarse modificando el algoritmo 2.6 para que trabaje sobre
el grafo de dependencias asociado a un conjunto de potenciales y al final asigne los
potenciales a los conglomerados.

4. El orden de numeracion de los grupos o conglomerados es diferente.

Como hemos visto, de estas cuatro diferencias, sélo la primera es relevante. Las demas
pueden eliminarse modificando ligeramente el segundo de los algoritmos.
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Vamos a demostrar ahora que el algoritmo 2.6 es correcto, es decir, que da como resultado
un arbol de conglomerados. Este resultado se deduce de las dos proposiciones siguientes:

Proposicion 2.36 Los arboles formados por el algoritmo 2.6 cumplen la propiedad del arbol
de uniones.

La demostracién es aniloga a la de la proposicion 2.19.

Proposicién 2.37 Los conjuntos {C;} formados por el algoritmo 2.6 son conglomerados.

Demostracion. Cada conjunto C; es completamente conexo porque hemos escogido X con la
condicién de que todos sus vecinos estuvieran casados.

Vamos a demostrar que son maximales, es decir, que ninguno estd incluido en otro. Exa-
minemos ahora dos nodos del bosque tales que C; es padre de C;. Se cumple que C; ¢ C;
porque C; contiene al menos el nodo que al ser eliminado condujo a la formacién de Cj;
naturalmente, este nodo, ya eliminado, no puede pertenecer a C;, que se ha formado mas
tarde. Por otro lado, si el grupo C; se ha formado al eliminar un nodo que no pertenece a
S; entonces C; ¢ Cj, y si C; se forma al eliminar un nodo X perteneciente a S; entonces C;
contendra también el vecino de X que no pertenece a C; (véase la definicién de S;), lo cual
implica que C; ¢ C;.

Por tanto, si dos nodos del arbol, C; y Cj;, son adyacentes, ninguno puede estar contenido
en el otro. Esta propiedad se cumple también para nodos no adyacentes, pues por la propiedad
del arbol de uniones, si uno estuviera incluido en el otro también estaria incluido en todos los
nodos que se encuentran en el camino entre ambos, incluido el nodo adyacente al primero, lo
cual es imposible. O

Probablemente el lector se esté haciendo esta pregunta: “entonces, ;qué es mejor: un
arbol de grupos o un arbol de conglomerados?” En realidad, dado que el segundo es un caso
particular del primero, como ya hemos explicado, la pregunta anterior puede formularse asi:
“;merece la pena tener en un arbol de grupos algiin grupo que sea subconjunto de otro?”.
A primera vista la respuesta es negativa, pues si C; C C; entonces cualquier probabilidad
a posteriori que podamos calcular a partir del primero podemos calcularla también a partir
del segundo, y por tanto C; es innecesario. Por eso la mayor parte de la investigacion sobre
el método de agrupamiento se ha centrado en el estudio de los arboles de conglomerados,
siguiendo la propuesta inicial de Lauritzen y Spiegelhalter [50]. Sin embargo, los grupos que
son un subconjunto propio de otros pueden contruibuir a almacenar resultados intermedios,
con lo cual se consigue ahorrar tiempo de computacién a costa de consumir mas memoria,
tal como demostraron experimentalmente Lepar y Shenoy [51]; para conseguir este ahorro
conviene organizar los grupos en forma de arbol binario, es decir, un arbol en que cada grupo
tenga sélo dos hijos [73].

Algoritmos para determinar el orden de eliminacién de los nodos

Una forma de triangular un grafo es ir eliminando sus nodos en cierto orden, segin el
algoritmo 2.5. Otra forma de hacerlo es mediante el algoritmo de mdzima cardinalidad, que va
numerando los nodos y anadiendo enlaces sin eliminar los nodos. Ahora bien, si la numeracién
de los nodos resultante de este algoritmo es {X7y,..., X, }, entonces los enlaces anadidos son
los mismos que si hubiéramos aplicado el algoritmo 2.5 eliminando los nodos en el orden
inverso, {X1,...,X,}. Eso implica que cualquier triangulacién obtenida mediante maxima
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cardinalidad podria haberse obtenido también por eliminacién de nodos. Sin embargo, lo
reciproco no es cierto: hay ciertas triangulaciones resultantes de la eliminaciéon de nodos que
no pueden obtenerse mediante el algoritmo de maxima cardinalidad.

Otro inconveniente del método de maxima cardinalidad es que no aplica ninguna
heuristica: cuando hay varios nodos que tienen el mismo numero de vecinos numerados,
en vez de aplicar algin criterio para seleccionar el mejor candidato entre ellos, se escoge un
nodo arbitrariamente, lo cual hace que los resultados sean casi siempre peores que si se hubiera
empleado una heuristica de numeracién de nodos.

A pesar de estas desventajas, hemos mencionado aqui el algoritmo de maxima cardinalidad
porque el primer articulo en que se propuso el método de agrupamiento para inferencia en
redes bayesianas [50] utilizaba dicho algoritmo para triangular el grafo de dependencias (que
en aquel articulo se denominaba “grafo moral”), y desde entonces otros libros de texto han
seguido exponiéndolo asi.

En cambio, nosotros hemos explicado cémo triangular un grafo mediante eliminacién de
variables. Mas atin, hemos propuesto un algoritmo capaz de formar un arbol de grupos o un
arbol de conglomerados a la vez que triangula el grafo. Como heuristica de eliminacién, hemos
mencionado la del “minimo nimero de enlaces anadidos”, que consiste en eliminar primero
el nodo que necesite anadir menos enlaces para casar todos sus vecinos. Naturalmente, eso
implica eliminar primero los nodos que tienen todos sus vecinos casados, de modo que si un
grafo ya estd triangulado esta heuristica no anade ningtin enlace nuevo (cf. proposicién 2.26).

Sin embargo, existen otras heutisticas més eficientes, como la de Cano y Moral [3], que
con un coste computacional pequeno consiguen érdenes de eliminacién cercanos al 6ptimo.

2.2.4. Inversién de arcos

Vamos a explicar en esta seccién el método de inversién de arcos, que, aunque inicialmente
fue propuesto para diagramas de influencia, también es aplicable a redes bayesianas. Primero
veremos cémo invertir un arco'! y luego cémo eliminar nodos sumideros.

Como invertir un arco

Primero nos vamos a centrar en el ejemplo maés sencillo, que consiste en una red de sélo
dos nodos, luego estudiaremos un caso con cinco nodos y finalmente el caso méas general.

Ejemplo 2.38 Sea una red bayesiana formada por dos variables, X e Y, y un enlace X —
Y. Las probabilidades que definen esta red son P(x) y P(y|x). La probabilidad conjunta
resultante es

P(z,y) = P(x) - P(y|x) (2.6)

Ahora queremos construir una red bayesiana equivalente a la anterior, es decir, que con-
tenga las mismas variables, X e Y, y que represente la misma probabilidad conjunta P(z,y)
pero que tenga un enlace Y — X en vez de X — Y. Las probabilidades que definen esta
nueva red son P(y) y P(x|y), que atin no las conocemos, pero que podemos calcular as:

Py) =) Plz,y) = P(z)- P(ylo) (2.7)

11 L. L s - , .
En esta seccién los términos arco y enlace son sinénimos. Utilizaremos més el primero por ser el que
aparece en la literatura que trata este método.
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P(z,y)  P(x)- Pylz)
Ply) X P(a’)- Plyl2')

Observe que esta tltima ecuacién es precisamente el teorema de Bayes.

P(xly) = (2.8)

En resumen, en este ejemplo la inversion del arco X — Y ha constido en que, a partir de
una red bayesiana cuyas probabilidades condicionales son P(x) y P(y|z), hemos construido
una red bayesiana equivalente cuyas probabilidades son P(y) y P(z|y). Estas ultimas las
hemos obtenido a partir de las primeras mediante la aplicaciéon del teorema de Bayes.

Ejemplo 2.39 Sea una red bayesiana formada por cinco variables, A, B, C', X e Y, y los
siguientes enlaces: A - X, B - X, B - Y, C - Y y X — Y, tal como se muestra
en la figura 2.9. Las probabilidades que definen esta red son P(a), P(b), P(c), P(z|a,b) y
P(y|b, c,z). Nos interesan especialmente las dos tltimas. La probabilidad conjunta es

P(a,b,c,z,y) = P(a) - P(b) - P(c) - P(x|a,b) - P(y|x,b,c) (2.9)

ORONG
O—)

Figura 2.9: Red de cinco nodos y cinco enlaces.

Proposicion 2.40 En la red bayesiana anterior,
P(x,yla,b,c) = P(x|a,b) - P(y|x,b,c) (2.10)

Demostracion. La regla de la cadena nos dice que
P(x,yla,b,c) = P(yla,b,c,x) - P(z|a,b,c) (2.11)

La propiedad de Markov afirma que “en una red bayesiana todo nodo es independiente de
sus no-descendientes dados sus padres”. En la red original A no es descendiente de Y y
Pa(Y) ={B,C, X}; por tanto,

P(yla,b,c,x) = P(y|b, ¢, x) (2.12)
Del mismo modo, C no es descendiente de X y Pa(X) = {A, B}; por tanto,
P(zla,b,c) = P(z|a,b) (2.13)
Uniendo estos tres resultados queda demostrada la proposicién. O

Ahora vamos a aplicar de nuevo la regla de la cadena, como en la ecuacién (2.11), pero
intercambiando los papeles de X e Y:

P(x,y|a, ba C) = P(x|a, ba ¢, y) : P(y|a’a ba C) (214)
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Tanto P(x|a,b,c,y) como P(y|a,b, c) pueden calcularse a partir de P(x,y|a, b, c), que a su vez
puede calcularse segin la ecuacién (2.10):

P(yla,b,c) ZP z,yla, b, c) ZP x|a,b) - P(y|b, ¢, x) (2.15)

P($7y|avb,0) o P(l“avb) P(y|ba C, :Z:)
P(y|a7b7 C) B ZP({E’|(Z, b) ' P(y|ba c, .I/)
:E/

Esta tdltima ecuacién es una aplicacién del teorema de Bayes con condicionamiento.

P(ala,b,¢,) = (2.16)

A partir de estos resultados podemos construir una nueva red bayesiana formada por las
mismas variables que la original, A, B, C', X e Y, y siete enlaces (véase la figura 2.10): cuatro
de ellos son los mismos que en la red original: A - X, B— X, B—Y y C — Y el quinto,
Y — X, es el resultado de invertir el enlace X — Y; y los dos dltimos, A - Y y C — X, se
deben a que en la nueva red los nodos X e Y comparten sus padres: el nodo A, que en la red
original sé6lo era padre de X, en la nueva red va a ser también padre de Y, y el nodo C, que
sélo era padre de Y, ahora también va a ser padre de X. El nodo B, que era padre de ambos
en la red original, sigue siéndolo en la nueva red.

(@ (0
Lo
()

Figura 2.10: Red resultante de invertir el enlace X — Y en la red anterior.

Las probabilidades condicionales de la nueva red son P(a), P(b), P(c), P(yla,b,c) y
P(z|a,b,c,y), y dan lugar a la siguiente probabilidad conjunta.

P'(a,b,c,z,y) = P(a) - P(b) - P(c) - P(y|a,b,c) - P(x|a,b,c, y)l (2.17)

~~

De las ecuaciones (2.10) y (2.14) se deduce que
P(ala,b) - P(ylb, e z) = P(yla b,c) - P(la,b,c,y) (2.18)

y por tanto las dos redes representan la misma probabilidad conjunta: P’(a,b,c,z,y) =
P(a’ b7 C’ ;E? y)'

Caso general Vamos a estudiar finalmente el caso general, que es semejante al anterior,
con dos diferencias: la primera, que en vez de tener tres nodos, A, B y C, vamos a tener tres
conjuntos de nodos A, B y C, y la segunda, que ahora los nodos de A, B y C pueden tener
antepasados y descendientes, e incluso puede haber enlaces entre los nodos de AUBUC, y
tanto X como Y pueden tener otros descendientes. El problema se plantea asi:

Sean dos nodos X e Y que forman parte de una red bayesiana, tales que existe un enlace
X — Y y no existe ningin otro camino dirigido desde X hasta Y. Sean A el conjunto de
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nodos (de azar y/o de decisién) que son padres de X y no de Y, C el conjunto de nodos que
son padres de Y (excepto X) pero no de X, y B el conjunto de los padres comunes; es decir,

A = Pa(X)\Pa(Y) (2.19)
B = Pa(X) N Pa(Y) (2.20)
C = [Pa(Y)\{X})\Pa(X) = Pa(¥)\[{X} U Pa(X)] (2.21)

Las probabilidades condicionales de estos nodos son P(z|a,b) y P(y|b,c, ).

Proposicién 2.41 Para la red anterior se cumple que
P(m,y|a,b,c) = P(a:|a,b) P(y|ZL‘,b,C) (222)

Demostracion. La demostracion es andloga a la de la proposicion 2.40. Por la regla de la
cadena,

P(:c,y|a,b,c) = P(y|aa b,C,$) ’ P(l’|a,b,C) (223)

Sabemos también que ningtin nodo de A es descendiente de Y —porque en ese caso la red
tendria un ciclo— y que Pa(Y) = BU CU {X}; por tanto, la propiedad de Markov nos dice
que

P(yla,b,c,z) = P(y|b,c,z) (2.24)

También sabemos que ningin nodo de C puede ser descendiente de X —porque en ese caso
habria otro camino desde X hasta Y, en contra de la condicién impuesta al definir esta red—
y que Pa(X) = A UB; por tanto, aplicando de nuevo la propiedad de Markov llegamos a

P(z|a,b,c) = P(x|a,b) (2.25)
Uniendo estos tres resultados queda demostrada la proposicién. O

A partir de esta red bayesiana podemos construir una nueva red equivalente en la cual el
enlace X — Y ha sido sustituido por Y — X y ambos nodos comparten sus padres, es decir,
se anade un enlace desde cada nodo de A hasta Y y desde cada nodo de C hasta X. Las
probabilidades de estos nodos en la nueva red pueden calcularse a partir de P(z,y|a,b,c):

P(yla,b,c) = > P(xz,yla,b,c) (2:26)
P(z|a,b,c,y) = P(z,yla,b,c) (2.27)
) ) 7y - P(y’a’ b7 c) .

La equivalencia de ambas redes se justifica por la siguiente ecuacion:

P(l‘|a, b) : P(y|b,c,x) = P(‘T’y|avbac) = P(x|a,b,c,y) : P(y‘aa b,C) (228)

En resumen, la inversién de un arco consta de cinco pasos:

1. Invertir el arco en el grafo.

2. Compartir padres.
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3. Calcular P(x,yl|a, b, c) mediante la ecuacién (2.22).
4. Calcular P(y|a, b, c) mediante la ecuacion (2.26) y asignar esta probabilidad al nodo Y.

5. Calcular P(x|a,b,c,y) mediante la ecuacién (2.27) y asignar esta probabilidad al nodo
X.

Para recordar mas facilmente estos pasos, observe su semejanza con lo que hicimos en
el ejemplo 2.38: partiendo de P(z) y P(y|x), que son las probabilidades de la red original,
calculamos la probabilidad P(x,y) y de ella obtenemos primero P(y) y luego P(z|y). La
unica diferencia es que ahora los nodos de A, B y C (todos los padres de X e Y') actian
como variables condicionantes.

Hemos visto ya que la condicién de que la red original no contenga ningiin otro camino
dirigido desde X hasta Y era necesaria para demostrar la proposiciéon 2.41. Ahora tenemos
una razon mas que justifica dicha condicién: si hubiera otro camino dirigido desde X hasta
Y, ese camino, junto con el enlace Y — X de la nueva red, formaria un ciclo, y por tanto
el nuevo modelo ya no seria una red bayesiana. Por eso, antes de invertir un arco debemos
comprobar siempre que no existe otro camino dirigido entre ambos nodos.

Poda de sumideros

La siguiente definicién hace referencia a los subconjuntos E (evidencia), X (variables de
interés) y Xp (resto de las variables) definidos en la pagina 40.

Definicién 2.42 (Sumidero) Sea una red bayesiana B = (X, G, P(X)) y dos subconjuntos
de variables de ella, E y X;. Un nodo S es un sumidero siy sélosi S € Xp =X\(EUX;) y
no tiene hijos.

Ejemplo 2.43 Dada la red de la figura 2.2 y los subconjuntos X; = {A,B} y E = {D, F'},
los sumideros son Gy H.

Definicién 2.44 (Poda de un nodo sin hijos) La poda de un nodo sin hijos S de una
red bayesiana B = (X, G, P(X)) consiste en construir una nueva red B’ = (X', G’, P'(X’)) tal
que X' = X\{S}, el grafo G’ se obtiene a partir de G eliminado el nodo S y todos los enlaces
que llegaban a S, y la probabilidad conjunta de B’ es

P'(x')=> P(x) (2.29)

Para demostrar que la definicién es consistente, tenemos que comprobar que B’ es efec-
tivamente una red bayesiana (cf. def. 1.74, pag. 26). Estéd claro que G’ es un grafo dirigido
aciclido y que cada uno de sus nodos representa una variable de X’. Por otro lado,

P'(x)=3 Px)= [[ Plzilpa(X:))_ P(slpa(s)) = ] Plailpa(Xi)  (2.30)

i) X #S i| X #S

1

y ademas
P(zilpa(X;i)) = P'(zilpa(X;)) (2.31)
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(la demostracién de esta ecuacién queda como ejercicio para el lector), de modo que se cumple
la ecuacién (1.42) y por tanto B’ es una red bayesiana. La ecuacién (2.31) es importante no
s6lo como paso intermedio para llegar a demostrar la ecuacién (1.42), sino también porque
nos dice que las probabilidades condicionales que definen la red podada B’ son las mismas
que las que teniamos para B (excepto la del nodo podado, naturalmente).

Proposicion 2.45 Sea una red bayesiana B, dos subconjuntos de variables X; y E, y un
sumidero S. Sea B’ la red resultante de podar S. La probabilidad P’(x,e), obtenida a partir
de B', es la misma que P(xy,e), obtenida a partir de B.

Demostracion. Tenemos que Xp = X\(X;UE), X' = X\{S} y X, = X'\(X;UE) =
Xr\{S}. Por la ecuacién (2.30),

"(x1, e ZP’ Z H P(zi|pa(X;))

Xt 0| Xi#£S

Por otro lado,

P(x;1,e ZP ZHP x;i|pa(X
—ZZP \pa H P(z;|pa(X;))

z\X #S

= Z I Pilpa(X:))) " P(spa(S)) = P'(xr,e)

X 1| Xi#£S

1

con lo que queda demostrada la proposicion.

Ejemplo 2.46 Dada la red de la figura 2.2, supongamos que queremos calcular P(a|+g).
Para ello calculamos primero P(a,+g¢) para todas las configuraciones de A. Como F'y H son
sumideros, podemos calcular esta probabilidad en la red resultante de podar F'. En esta red,
H sigue siendo un sumidero, y por eso también podemos podarlo, llegando asi a la red que
se muestra en la figura 2.11. O

Este resultado no es especifico del método de inversién de arcos, sino que puede aplicarse
a cualquier red —dada cierta evidencia y cierto conjunto de variables de interés— antes
de aplicar cualquier algoritmo de inferencia. Volviendo al ejemplo anterior, el cédlculo de
P(a,+g), y por tanto el de P(a|+g), va a dar el mismo resultado en la red original y en la
red podada, cualquiera que sea el algoritmo que apliquemos: fuerza bruta, eliminacién de
variables, agrupamiento, inversién de arcos, etc. En todos los casos el cdlculo va a ser més
eficiente en la red podada.

Hay que tener en cuenta, por ultimo, que la eliminacién de un sumidero puede hacer que
otros nodos se conviertan en sumideros. Por ejemplo, si queremos calcular P(a|-b) en la
red de la figura 2.2, los sumideros son inicialmente F', G y H. Tras eliminarlos, C'y D se
convierten en sumideros y también pueden ser eliminados, de modo que el célculo de P(a|—b)
puede realizarse sobre una red que sélo tenga los nodos A y B.
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Figura 2.11: Red resultante de podar los nodos F' y H en la red de la figura 2.2. La probabi-
lidad P(a|4g) obtenida a partir de esta nueva red es la misma que obtendriamos a partir de
la red original.

Método de inversioén de arcos

El método de inversién de arcos consiste en combinar los dos resultados anteriores: cuando
queremos eliminar un nodo, primero lo convertimos en sumidero y luego lo podamos. Para
demostrar que el método siempre es aplicable, necesitamos la siguiente proposicion:

Proposicién 2.47 En toda red bayesiana, para todo nodo X que tenga al menos un hijo
existe un nodo Y, hijo de X, tal que no existe ningin otro camino dirigido desde X hasta Y
(es decir, aparte del enlace X — Y).

Demostracion. Aplicamos el siguiente procedimiento, que nos va dar una lista ordenada de
hijos de X. (Es posible que algunos de los hijos de X no figuren en esta lista.) Escogemos
arbitrariamente un hijo de X, que va a ser el primer nodo de la lista, Y7. Si existe otro hijo de
X, que llamaremos Ys, tal que hay un camino dirigido desde Y7 hasta Y5 entonces anadimos
Y5 a la lista, y asi sucesivamente. Desde cada nodo de esta lista parte un camino dirigido
que pasa por todos los nodos que aparecen antes que él en la lista. Eso implica que ningin
nodo puede aparecer dos veces, pues entonces el grafo contendria un ciclo. Como el ntimero
de hijos de X es finito, llega un momento en que no se pueden anadir mas nodos a la lista.
El dltimo de ellos cumple la condicién requerida en el enunciado: es el nodo Y. O

Ejemplo 2.48 Vamos a aplicar el método de la demostracién anterior a la red de la figu-
ra 2.12, con X = A. Escogemos arbitrariamente uno de los hijos de A, que va a ser Y| = B.
Como existe otro camino dirigido desde A hasta B, que es A — C — B, tomamos Y5 = C.
También ahora existe otro camino desde A hasta C, que es A — D — C. Por tanto, Y3 = D.
Asi tenemos una lista ordenada {B,C, D} de hijos de A, tal que desde cada nodo parte un
camino dirigido que pasa por todos los nodos que aparecen antes que él en la lista. El ultimo
nodo de la lista cumple la condicién indicada en la proposicién anterior.

Corolario 2.49 En toda red bayesiana, para todo nodo X que tenga al menos un hijo existe
un nodo Y, hijo de X, tal que el enlace X — Y se puede invertir.
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(4)

>@

Figura 2.12: Red bayesiana en que el nodo A tiene tres hijos. Si queremos convertir A en
sumidero, primero tenemos que invertir el enlace A — D, luego A — C y finalmente A — B.

Observe que la demostracién de la proposicion anterior nos proporciona un algoritmo para
buscar entre los arcos que salen de X uno que pueda ser invertido. Asi, en el ejemplo anterior,
si queremos invertir uno de los enlaces que salen de A, podemos intentarlo con A — B. Sin
embargo, esto no es posible, porque hay otro camino dirigido desde A hasta B, que pasa por
C. Por tanto, intentamos invertir el enlace A — C, lo cual tampoco es posible, porque existe
otro camino dirigido desde A hasta C, que pasa por D. Como no hay otro enlace dirigido
desde A hasta D, podemos invertir este enlace, transforméandolo en D — A.

Cuando hemos invertido un enlace que parte de un nodo, si este nodo atin tiene mas hijos
podemos invertir otro enlace, y asi sucesivamente, hasta que X no tenga mas hijos, tal como
afirma el siguiente corolario.

Corolario 2.50 Dada una red bayesiana, todo nodo con n hijos se puede transformar en un
nodo sin hijos mediante n inversiones de arcos.

En el ejemplo anterior, el nodo A, que tiene tres hijos, puede convertirse en un nodo sin
hijos mediante tres inversiones de arcos: A — D, A — C y A — B, que han de realizarse
necesariamente en este orden.

Uniendo todos estos resultados, ya podemos explicar como se aplica este método para
resolver el problema del diagnéstico probabilista, es decir, para calcular cualquier probabilidad
P(xrl|e). Los pasos son los siguientes. Primero, escogemos un nodo S que no sea variable de
interés ni pertenezca a la evidencia: S € Xp = X\(X;UE). Si S tiene hijos, buscamos un
enlace saliente de S que pueda ser invertido, y asi recursivamente hasta que .S sea un sumidero
y pueda ser podado. Repetimos la operaciéon para todos los nodos de X hasta llegar a una
red que sélo contenga los nodos de X; y de E. La probabilidad P(xy,e) es la probabilidad
conjunta de esta red, que se puede calcular mediante la factorizacion de la probabilidad. Con
esto, el problema esta resuelto.

Ejemplo 2.51 Supongamos que queremos calcular P(a|+g) para la red de la figura 2.2 me-
diante el método de inversién de arcos. Nos interesa tener una red en que sélo aparezcan las
variables A y G, por lo que tenemos que eliminar B, C, D, F'y H. Primero podamos los
sumideros, que son F'y H, con lo cual llegamos a la red de la figura 2.11. Como ya no quedan
mas sumideros, tenemos que empezar a invertir arcos hasta que algiin nodo se convierta en
sumidero. Dentro de Xp = {B,C, D}, nos fijamos en el nodo C, que sélo tiene un hijo, G.
Comprobamos que no existe ningiin otro camino dirigido de C' a G. Por tanto, invertimos
el enlace C' — G, lo cual hace que A pase a ser padre de G y D a ser padre de C' (véase la
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figura 2.13.a). Las nuevas probabilidades de estos dos nodos se calculan ast:

P(C gla,d) = P(cla) - P(gc,d)
(gla,d) = Zch|ad

(c, gla,d)

P(gla,d)
En realidad no harfa falta calcular P(c|g,a,d), porque en la nueva red el nodo C va a ser
eliminado (fig. 2.13.b).

Ahora vamos a eliminar el nodo D, que tiene un solo hijo, G. Comprobamos que no existe
ningtin otro camino dirigido de D a G. Por tanto, invertimos el enlace D — G, lo cual hace
que A pase a ser padre de D y B a ser padre de G (fig. 2.13.¢). Las nuevas probabilidades de
estos dos nodos se calculan asi:

P(d gla,b) = P(d[b) - P(gla,d)
(ga, b) ZP (d, gla,b)

(d,gla, b)
P(gla,b)
Como en el caso anterior, no harfa falta calcular P(d|g,a,b) porque D va a ser eliminado

inmediatamente (fig. 2.13.d).

Por dltimo eliminamos B, para lo cual es necesario invertir el enlace B — G (fig. 2.13.¢).
Se comprueba facilmente que no existe ningin otro camino dirigido de B a G. En este caso
no hace falta anadir enlaces, porque ningtin nodo tiene un padre que no sea padre del otro.
Las nuevas probabilidades se calculan asi:

P(b, gla) = P(bla) - P(g|a,b)

=Y P(b,gla)
b

P(b, gla)
P(gla)
Ahora B es un sumidero y puede ser eliminado, con lo cual llegamos a una red que sélo tiene

la variable de interés, A, y la variable observada, G (fig. 2.13.f). Las probabilidades conjuntas
P(+a,+g) y P(—a,+g) se obtienen de la factorizacién de la probabilidad de esta red:

P(clg,a,d) =

P(d|g,a,b) =

P(bla,g) =

Pla,+g) = P(a) - P(+gla)

y a partir de ellas calculamos la probabilidad buscada, P(a|+g).

Importancia del orden de eliminacion de nodos

Como en los métodos anteriores, el orden de eliminacién es muy importante, pues aunque
el resultado final va a ser el mismo, el coste computacional (en tiempo y en memoria requerida)
puede ser muy diferente.

Por poner un ejemplo, consideremos de nuevo el grafo de la figura 1.4 (pag. 18) y supon-
gamos que queremos calcular P(h,,|hi) para un valor de H; conocido —por ejemplo, +h1—
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Figura 2.13: Inversién de arcos para el cdlculo de P(a|+g). Partiendo de la red de la figu-
ra 2.11, invertimos el enlace C' — G, lo cual obliga a anadir los enlaces A - Gy D — C.
Luego eliminamos C', invertimos el enlace D — G, eliminamos D, invertimos B — G y
eliminamos B. Asi llegamos a una red en que sélo aparecen A y G.
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y para todos los valores de H,,. Si eliminamos primero los sumideros, nos queda una red que
sélo contiene tres nodos, D, Hy y H,,, y dos enlaces, D — H; y D — H,,. Para convertir
D en sumidero invertimos primero uno de los enlaces, por ejemplo, D — H1, y luego el otro,
D — H,,, lo que obliga a anadir el enlace H; — H,,. En la primera inversién sélo intervienen
dos variables y en la segunda tres, y por tanto el coste computacional es pequeno.

En cambio, si queremos convertir D en sumidero antes de eliminar los nodos Hy a Hy, 1,
el resultado es que habrd un enlace entre cada par de nodos (H;, H;). En consecuencia, habra
un nodo Hj, que tenga de padres a todos los demés H’s y su tabla de probabilidad condicional
tendrd un tamano del orden exp(m). Por otro lado, en cada inversién de arcos intervendran
cada vez mas variables, hasta que en la ultima intervendran todas ellas, m+ 1, lo cual implica
un coste computacional enorme..

Queda claro que conviene eliminar primero los sumideros, porque el coste computacional
es casi nulo, pero a partir de ahi ya no es evidente qué nodos conviene eliminar primero. Maés
aun, una vez elegido el nodo a eliminar, si éste tiene varios hijos puede haber varios enlaces
como candidatos a ser invertidos, y no es facil determinar cual debe ser invertido primero.
De nuevo, el problema de determinar el orden 6ptimo de inversiones y eliminaciones para
el método de inversién de arcos es un problema NP-completo, por lo que se hace necesario
utilizar reglas heuristicas.

2.3. Meétodos aproximados

Existen basicamente dos tipos de métodos aproximados para el calculo de la probabilidad
en redes bayesianas: estocasticos y deterministas. Los métodos estocdsticos consisten en
realizar N simulaciones con una distribuciéon de probabilidad extraida de la red bayesiana y,
en funcion de los resultados obtenidos, estimar la probabilidad buscada, que en general es de la
forma P(x;|e). Los métodos aproximados deterministas generalmente consisten en modificar
la red bayesiana (por ejemplo, eliminando los enlaces menos relevantes) para aplicar después
un método exacto de propagacién de evidencia.!? En este capitulo sélo vamos a estudiar
los métodos estocasticos, dando especial importancia a dos de ellos: el muestreo légico y la
ponderacién por verosimilitud.

2.3.1. Fundamento de los métodos estocasticos

Leer la seccion 9.1 y estudiar las secciones 9.2 y 9.8 del libro de Castillo et al. [7].13

2.3.2. Muestreo logico

FEstudiar la seccion 9.4 del libro de Castillo et al. [7], titulada “El método de aceptacién-
rechazo”.

12Hay un método aproximado determinista, el muestreo sistemdtico, que no sigue esta regla (realizar una
computacién exacta sobre una red aproximada a la original) sino que, a pesar de ser determinista, se parece
mas a los métodos de simulacién estocastica. Lo mencionaremos en la seccidon 2.3.4; aparece descrito con
detalle en la seccién 9.9 del libro de Castillo et al. [7],

13Recordamos que este libro puede obtenerse de forma gratuita en Internet en http://personales.unican.
es/gutierjm/BookCGH.html.
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2.3.3. Ponderacién por verosimilitud

FEstudiar la seccion 9.6 del libro de Castillo et al. [7], titulada “El método de la funcién
de verosimilitud pesante”.

2.3.4. Otros métodos

Leer las secciones 9.5, 9.7, 9.8 y 9.9 del libro de Castillo et al. [7]. Estas secciones no
hace falta estudiarlas en profundidad.

2.3.5. Complejidad computacional de los métodos estocasticos

Leer la seccion 9.11 del libro de Castillo et al. [7].

Bibliografia recomendada

La bibliografia sobre inferencia en redes bayesianas es abundantisima. Todos los libros
mencionados en la bibliografia del capitulo anterior (pagina 36) tratan el tema; a nuestro
juicio, el que lo explica con més extension y detalle es el de Darwiche [15].

Yendo a las referencias histéricas, los primeros algoritmos para redes bayesianas, que
surgieron en la década de los 80, aparecen descritos en el famoso libro de Judeal Pearl [64].
El método de eliminacién de variables es tan simple que resulta dificil determinar quién es
su autor; una variante de este método, conocida como bucket elimination (eliminacion “por
cubos” o “por calderos”), propuesta por Rina Dechter [17], se ha hecho popular en los tltimos
anos. El primer método de agrupamiento fue propuesto por Lauritzen y Spiegelhalter [50] en
1988, y posteriormente mejorado por Jensen et al. [41, 38] y por Shenoy [73].

La inversién de arcos fue propuesta por Olmsted [60] como método para la evaluacién de
diagramas de influencia, aunque el algoritmo fue completado por Shachter [72].

La bibliografia sobre métodos aproximados puede encontrarse en el libro de Castillo et
al. [7]. Sin embargo, este libro no menciona el método estocéstico que en la actualidad estd
dando los mejores resultados: el muestreo por importancia. Este método, bien conocido en
estadistica, fue aplicado por primera vez a las redes bayesianas por Shachter y Peot [71].
Algunas versiones més eficientes han sido propuestas por investigadores espanoles [4, 34, 55]
y por el grupo de la Universidad de Pittsburgh [8, 83].

Actividades

El alumno puede escoger algunas de éstas:
1. Resolver los ejercicios propuestos en este capitulo.

2. Asignar valores numéricos a las tablas de probabilidad de las redes bayesianas utilizadas
en los ejemplos y realizar los calculos numéricos. Por ejemplo, para la red de la figura 2.1
las tablas podrian ser las siguientes:

P(a) P(bla) | +a | —a

+a | 0°02 +b 07 | 0’1 etc.

—a | 0°98 —b 0’3 |09
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3. Introducir esas redes Elvira o en OpenMarkov (véanse las actividades del capitulo 1) y
comprobar que los resultados de la inferencia coinciden con los obtenidos en la actividad
anterior.

4. Resolver algunos de los ejercicios propuestos en los capitulos 8 y 9 de [7]. Comprobar
que los resultados coinciden con los que ofrecen Elvira u OpenMarkov.

5. Analizar el cédigo fuente del programa Elvira o de OpenMarkov'® y tratar de entender
cémo estan implementados los algoritmos de inferencia exactos y aproximados.

6. Leer los articulos més recientes sobre muestreo por importancia: [8, 55, 83], en especial
este ultimo.

“Disponible en en http://leoc.ugr.es/~elvira/Bayelvira/bayelvira2.tar.gz o en www.openmarkov.
org/developers.html, respectivamente.
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Capitulo 3

Construccion de redes bayesianas

Resumen

Hay dos formas de construir una red bayesiana, que podriamos denominar informalmente
como “automatica” y “manual”’. La primera consiste en tomar una base de datos y aplicarle
alguno de los algoritmos que vamos a estudiar en la seccién 3.3. Este proceso se conoce tam-
bién como aprendizaje de redes bayesianas. El otro método consiste en construir primero, con
la ayuda de un experto, un grafo causal, al que se le anaden posteriormente las probabilidades
condicionales.

Contexto

Este capitulo se basa en los conceptos introducidos en el capitulo 1. Los conceptos expues-
tos en la seccién 3.1, que explica la construccién de redes bayesianas causales con conocimiento
experto, también serdn ttiles para la construccién de diagramas de influencia (sec. 4.4).

Por otro lado, la construccién de redes bayesianas a partir de bases de datos es una de
las técnicas mas utilizadas para la minerfa de datos y, por tanto, la seccién 3.3 enlaza con
otras asignaturas del Master en Inteligencia Artificial Avanzada, tales como Mineria de datos,
Mineria de la web y Descubrimiento de informacion en textos.

Objetivos

Los tres objetivos de este capitulo son:

1. que el alumno aprenda a construir redes bayesianas con la ayuda de expertos humanos;

2. que conozca los principales algoritmos de aprendizaje de redes bayesianas a partir de
bases de datos;

3. que sepa construir redes bayesianas a partir de bases de datos utilizando alguna herra-
mienta informaéatica como Elvira u OpenMarkov.

Requisitos previos

Es necesario conocer bien los conceptos expuestos en el capitulo 1.
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Contenido

3.1. Construccion de redes causales con conocimiento experto

3.1.1. Necesidad de la construccién manual (en algunos casos)

Como hemos mencionado en la introduccién de este capitulo, es posible construir de forma
automatica una red bayesiana aplicando algin algoritmo de aprendizaje a una base de datos
en que todas las variables que nos interesan estén representadas y que contenga un numero
de casos suficientemente grande. Se trata por tanto de un método réapido y barato, pues lleva
poco tiempo y no requiere la colaboracion de expertos. En cambio, la construccién “manual”
de redes bayesianas requiere la colaboracion de expertos que conozcan bien el problema que
queremos modelar, y aun con la ayuda de éstos es una tarea compleja y que consume mucho
tiempo: como vamos a ver a continuacién, la construccién del grafo causal es dificil en muchos
casos, y la obtencién de las probabilidades numéricas es casi siempre atin més dificil.

Sin embargo, a pesar de que hay muchisimos algoritmos de aprendizaje disponibles en
la actualidad y de que este método presenta muchas ventajas, la mayor parte de las redes
bayesianas que se estdn utilizando en la actualidad se han construido de forma manual ;A
qué se debe esto? La razon principal es que para muchos problemas reales no existen bases
de datos, o si existen, no son suficientemente grandes ni detalladas. Por ejemplo, en el
caso de la medicina, practicamente todas las bases de datos disponibles en la actualidad
son incompletas, en el sentido de que solamente recogen algunas de las variables observadas
(que son, a su vez, un subconjunto de las variables observables) y el diagndstico final que ha
realizado el médico, pero no suelen incluir todas las variables intermedias necesarias para que
se cumpla la propiedad de separacién condicional (cf. sec. 1.5.1).

“valores ausen-

Por otro, la existencia de “huecos” en las bases de datos (son los llamados
tes” o “missing values”) dificultan la aplicacién de los algoritmos de aprendizaje. La hipdtesis
de que los valores ausentes faltan al azar (es decir, que la probabilidad de que haya un “hueco”
es independiente del valor que deberia figurar en él) rara vez se cumple en la practica: cuando
un valor no ha sido registrado en la base de datos, no es por azar, sino por alguna razén. Eso
hace que el aprendizaje de redes bayesianas a partir de bases de datos con muchos valores
ausentes pueda dar resultados absurdos como consecuencia de haber aplicado una hipdtesis
totalmente errénea.

Otra razon es que los métodos de aprendizaje muchas veces producen grafos no causales.
Por ejemplo, tal como dijimos en la seccién 1.6.1, los tres grafos A - B — C, A+ B + C,
y A + B — C son equivalentes en sentido probabilista y por tanto la informacién contenida
en una base de datos no permite distinguir entre un grafo y otro. Ahora bien, desde el
punto de vista causal los tres son completamente diferentes. Si el verdadero grafo causal
para cierto problema fuera el primero y el método de aprendizaje devolviera el segundo o el
tercero, al experto —especialmente si estd acostumbrado a interpretar los grafos en sentido
causal— le pareceria que el modelo es erréneo, pues tanto en el segundo como en el tercero
el enlace B — A parece querer indicar que B es causa de A. Ciertamente, habria que
explicar al experto que el modelo obtenido no debe interpretarse de modo causal sino sélo en
sentido probabilista, pero aun asi no estaria satisfecho: los expertos humanos siempre prefieren
trabajar con modelos causales. En cambio, las redes bayesianas construidas manualmente se
basan en grafos causales, lo cual hace que sean mas facilmente aceptadas por los expertos que
las van a utilizar.
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Por todo ello en la practica muchas veces es necesario construir las redes bayesianas de
forma manual, que es el método que vamos a estudiar en esta seccién.

Como hemos comentado, este método requiere la ayuda de un experto humano que conozca
a fondo el problema que queremos modelar; con su ayuda, se construye primero un grafo
causal (fase cualitativa), al que se le anaden posteriormente las probabilidades condicionales
(fase cuantitativa). En nuestra exposicién de este proceso, haremos referencia frecuentemente
al caso de la medicina, por dos razones: primero, porque es el campo que mejor conocemos,
dado que la mayor parte de las redes bayesianas que hemos construido han sido para diferentes
problemas médicos (véanse las paginas www.cisiad.uned.es); el segundo, porque en medicina
se encuentran practicamente todas las dificultades que pueden surgir en otros campos, de
modo que al tratar este campo el lector estara preparado para abordar cualquier otro, que en
general va a ser mas sencillo.

3.1.2. Fase cualitativa: estructura de la red

El primer paso de la construccion de una red consiste en seleccionar las variables relevantes
para el problema que queremos resolver, tanto las anomalias que queremos diagnosticar como
los datos observables. Por ejemplo, en el caso de la cardiologia las anomalias pueden ser:
hipertension en la auricula derecha, dilatacién del ventriculo derecho, hipertrofia del ventriculo
izquierdo, mixoma en la auricula izquierda, calcificacion de la valvula pulmonar, disminucién
de la fraccion de eyeccién, fibrosamiento pericardico, etc. En el caso del diagnéstico de una
planta industrial, en cambio, deberemos incluir una variable por cada una de los posibles
fallos que pueden presentarse: fallo de un generador, fallo de una vélvula, etc.

En el caso de la medicina, los datos observables incluyen, en primer lugar, los datos per-
sonales del enfermo. Algunos de los datos administrativos, tales como el nombre, direccién,
namero de historia clinica, etc., no influyen en el diagnéstico, y por tanto no se representan
en la red, mientras que otros, como el sexo, la edad o el pais de origen, han de representarse
explicitamente por la importancia que tienen para el diagnéstico. También hay que incluir
en la red los antecedentes (enfermedades que ha sufrido, medicacién que ha recibido, inter-
venciones que se le han practicado, factores hereditarios, factores de riesgo) y los sintomas
y signos relevantes para el tipo de enfermedades que queremos diagnosticar; volviendo al
ejemplo de la cardiologia, la disnea, la ortopnea, los labios cianéticos, el dolor precordial, los
edemas... constituyen una pequena muestra de los numerosos sintomas y signos que intervie-
nen en el diagnodstico cardiolégico. A la hora de determinar cudles son los sintomas y signos
relevantes, puede ser tutil pensar en cada una de las partes del organismo (cabeza, tronco y
extremidades) o en los cuatro apartados clésicos en que se divide la exploracién fisica: inspec-
cion, auscultacién, palpacién y percusion. Por iltimo, hay que tener en cuenta las pruebas
complementarias, también llamadas pruebas de laboratorio: analitica, radiografia, electrocar-
diografia, técnicas de ultrasonidos, resonancia magnética, gammagrafia, etc., etc. En algunas
de estas pruebas, como la ECG, hay que decidir si la red bayesiana va a considerar datos pri-
marios (tales como la amplitud QRS, la duracién del intervalo PR, la elevacién del segmento
ST...) o datos interpretados (hipertrofia ventricular izquierda, signos de isquemia, bloqueo
auriculoventricular, etc.). También es necesario decidir en algunos casos si se va a trabajar
con datos cuantitativos (fraccién de eyeccién = 60%) o con datos cualitativos (fraccién de
eyeccién levemente disminuida).

En el caso del diagndstico de un proceso industrial, los datos observables corresponden
generalmente a los sensores disponibles: temperatura, presiéon, caudal, etc..
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Una cuestién importante es determinar cuantos valores va a tomar cada variable; es uno
de los aspectos de lo que podriamos denominar el problema de la granularidad. En
principio, cuanto mas detallado sea el modelo, mayor precisién podra tener en el diagndstico.
Sin embargo, construir modelos mas detallados significa, por un lado, que hay que obtener
més probabilidades numéricas (con lo cual se pierde fiabilidad en los datos obtenidos) y, por
otro, que la computacién va a llevar més tiempo y la interpretaciéon de resultados va a ser
mas dificil.

Por ejemplo, podemos definir la hipertensién del ventriculo izquierdo como una variable
binaria que toma dos valores: presente o ausente. Sin embargo, en general conviene preci-
sar mas, dando cuatro o cinco valores: hipertensién ausente, leve, moderada, severa, muy
severa. Si quisiéramos construir un modelo més detallado, podriamos distinguir entre presién
telesistélica y presién telediastélica; este segundo modelo podria “razonar” con mucha maés
precisién que el anterior, pero es también mucho mas dificil de construir y de evaluar.

Por poner otro ejemplo, al determinar cudntos valores toma la variable Dolor, en principio
convendria considerar, ademas de su intensidad, duracién y localizacion, todos los matices
como irradiacion, recurrencia, factores agravantes, factores atenuantes, etc. Sin embargo,
incluir todos estos aspectos nos llevaria a un modelo sumamente complicado, para el que
no podriamos obtener todas las probabilidades numéricas, por lo que en la practica convie-
ne seleccionar solamente aquellas caracteristicas mas relevantes para las enfermedades que
queremos diagnosticar.

En consecuencia, hay que buscar un punto de equilibrio: un modelo que no incluya el grado
de detalle necesario no va a ser fiable, pero un modelo en que intentemos incluir demasiados
detalles tampoco va a ser fiable por la falta de precisién en los parametros probabilistas.

Después, hay que trazar los enlaces causales entre las variables. En la mayor parte
de los casos es bastante sencillo determinar cudles deben ser los enlaces, aunque en otros
la situacién es complicada. Por ejemplo, segiin cierto libro de cardiologia, los factores que
influyen en hipertensién arterial son la edad, el sexo, el tabaquismo, la raza, la herencia,
la obesidad, el estrés y la ingestion de sodio. EI mismo libro, al hablar de la isquemia,
senala entre los factores de riesgo la edad, el sexo, el tabaquismo, la hipertension arterial,
la hipercolesterolemia y la diabetes. Con esta informacién podriamos construir la red causal
que aparece en la figura 3.1.

Sin embargo, sabemos que el tabaquismo depende del sexo, de la edad, de la raza y
del estrés; la obesidad depende de la herencia y del tipo de alimentacién; los factores de
riesgo hereditarios dependen de la raza. Teniendo en cuenta estas consideraciones, podemos
construir el grafo de la figura 3.2, en el que hemos anadido algunos enlaces para representar
tales influencias (relaciones causales) y hemos suprimido otros. Tenga en cuenta que en una
red bayesiana no sélo son importantes los enlaces que hemos trazado, sino también los que
hemos omitido. Podemos decir que cada enlace ausente representa una hipdtesis de
independencia causal. Por ejemplo, el grafo de la figura 3.2 afirma que el ser varén no
aumenta por si mismo la probabilidad de infarto, sino que el hecho de que los varones tengan
mas infartos que las mujeres se debe a que éstos fuman ma&s y tienen més estrés. Esta es una
hipétesis que habria que comprobar mediante un estudio epidemioldgico. También afirma
que el tabaquismo no aumenta el riesgo de isquemia directa sino indirectamente, mediante
el aumento de la hipertension arterial (otra afirmacién que habria que comprobar), y que la
ingesta de sodio y la hipercolesterolemia son independientes de la edad, el sexo y la raza (unas
afirmaciones més que dudosas).

Por eso conviene recalcar una vez mas que en una red bayesiana tanto la presencia como
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Figura 3.1: Causas de la isquemia y de la hipertensién arterial (HTA), segin cierto libro de
cardiologfia.

la ausencia de un enlace representa una afirmacién sobre la relaciéon entre dos variables. En
consecuencia, seria deseable realizar estudios estadisticos exhaustivos no solo para obtener las
probabilidades numéricas que definen la red, sino también para comprobar si las afirmaciones
de dependencia e independencia condicional contenidas en la red se corresponden con la
realidad.

3.1.3. Fase cuantitativa: obtencién de las probabilidades condicionales

Una vez que hemos determinado cudles son las variables, los valores que toma cada una
de ellas y los enlaces causales, queda la labor mas dificil, que es construir las tablas de
probabilidad. En el caso de la medicina, las fuentes de informaciéon numérica son las cuatro
que vamos a analizar a continuacion.

Estudios epidemiolégicos

Lo ideal seria que todas las probabilidades condicionales que forman parte de la red se
obtuvieran de estudios epidemiolégicos. Tiene la ventaja de que es el método més directo y
mas sencillo. Sin embargo, en la practica resulta muy costoso, en tiempo y en dinero, realizar
un estudio disenado especificamente para obtener todas las probabilidades necesarias. Por
eso en la construccién de redes bayesianas casi nunca se utiliza este método.

La literatura médica

Buscar las probabilidades condicionales en libros y revistas tiene la ventaja de que es
mucho més barato que realizar estudios epidemiolégicos y mucho més fiable que obtenerlas
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Figura 3.2: Reinterpretacién de las causas de isquemia y de HTA.
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mediante estimaciones subjetivas. El aspecto negativo es que resulta muy dificil encontrar
en las publicaciones cientificas las probabilidades condicionales necesarias para construir una
red bayesiana, examinemos como ejemplo el siguiente fragmento, extraido de un libro espe-
cializado:

El tumor primario mds comin en el corazén adulto es el mixoma y el 75%
de ellos se localiza en la auricula izquierda, habitualmente en mujeres. [Cursiva
anadidal

En esta breve cita aparecen dos términos difusos, adulto y habitualmente. Esto nos plantea
varios interrogantes: ;Desde qué edad se considera a una persona como adulta? ;Distingue
entre adultos y ancianos o los engloba a todos en el mismo grupo? ;Qué frecuencia debemos
entender por “habitualmente”? Hay estudios psicoldgicos que podrian ofrecer una cierta
ayuda a la hora de convertir las expresiones cualitativas en probabilidades numéricas, pero
las variaciones en las asignaciones son tan amplias que en la practica resultan de poca ayuda;
véase, por ejemplo, [20, sec. 3.2]. Por otro lado, ademéds de los términos difusos, aparece
una proposicion comparativa, “mds comun”, que no indica cuales son las prevalencias de los
tumores, ni siquiera la proporcion relativa entre ellas.

La existencia de un nidmero concreto, “el 75%”, tampoco es de gran ayuda. ;Se trata de
un nuimero exacto medido experimentalmente o es una estimacién subjetiva? Aun suponiendo
que sea un resultado experimental, tampoco podemos introducir este dato directamente en
nuestra red bayesiana, porque no expresa una probabilidad condicional entre causas y efectos.
Es maés, aunque se tratara de la probabilidad o frecuencia de una causa dado el efecto, como
suele aparecer en la bibliografia médica (“el 70% de las estenosis mitrales son de origen
reumatico”), el problema seria el mismo: necesitamos conocer la probabilidad del efecto
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dadas sus causas —o en el caso del modelo OR— la probabilidad de que la causa produzca
el efecto: “La fiebre reumdtica produce estenosis mitral en el 18% de los casos”; éste es un
dato que aparece alguna vez en la literatura, pero mucho menos frecuentemente de lo que
deseariamos.

Sin embargo, el “75%” mencionado no es una informacién que debamos despreciar. Con
una red bayesiana construida mediante estimaciones subjetivas es posible calcular la proba-
bilidad de que el tumor sea un mixoma y la probabilidad de que se localice en la auricula
izquierda; el resultado debe coincidir con el que habiamos encontrado en el libro. Si no es
asi, tendremos que revisar los pardmetros de la red (las probabilidades condicionales) que
han influido en ese desajuste, hasta llegar a una concordancia entre el modelo y los datos
disponibles.

Por 1ultimo, la disparidad entre distintos investigadores puede ser sorprendente. Asi, hay
quien afirma que el prolapso mitral se da en el 20% de las mujeres jovenes, mientras que otros
sitian esta proporcién en el 1 o el 2%. La diferencia se debe a la técnica (ecocardiografia de
modo M frente a eco bidimensional) y al criterio empleados. A la hora de construir una red
bayesiana es preciso determinar claramente en cada caso cudl es el criterio que se va a seguir,
para evitar que se produzcan ambigiiedades y confusiones.

Bases de datos

Extraer las probabilidades a partir de una base de datos tiene la ventaja de ser un método
rapido y barato. El problema es que a veces las bases de datos tienen muchos “huecos” (en
inglés, “missing values”), como ya hemos comentado. Es habitual en los estudios suponer
que los valores faltan al azar (“random missing values”), lo cual no se corresponde con la
realidad: cuando un dato falta es por alguna razén, como ya hemos comentado. Otro de los
problemas es que las bases de datos suelen estar sesgadas, pues por ejemplo la “prevalencia”
de una enfermedad en un hospital no coincide en absoluto con la prevalencia en la poblacién
general [24].

Por cierto, cuando dibujamos primero el grafo de la red y luego obtenemos todas las
probabilidades de una base de datos (asi se hizo, por ejemplo, en el sistema Hepar II, para
diagnoéstico de enfermedades hepaticas [61]), la construccién de la red no es completamente
“manual” ni “automdtica”, sino un caso hibrido, pues el grafo se construye con la ayuda de
un experto mientras que las probabilidades pueden extraerse de la base de datos mediante un
algoritmo.

Estimaciones subjetivas

En muchas ocasiones no es posible encontrar en la literatura cientifica la informacién
que se necesita y tampoco es posible (por limitaciones de tiempo y de recursos materiales)
llevar a cabo la investigacién correspondiente. Por ello frecuentemente es necesario recurrir
a la estimacién subjetiva de expertos humanos. En este caso, es importante que quienes
evalian las probabilidades sean especialistas muy veteranos, que hayan examinado un niimero
significativo de pacientes, para que las estimaciones sean fiables.

En este sentido, es importante también tener muy en cuenta los estudios psicolégicos que
indican que la forma de plantear las preguntas puede llevar a resultados muy distintos; véanse,
por ejemplo, los estudios ya clasicos recogidos en la obra de Kahneman et al. [42] y otros més
recientes que se mencionan en [67], que son casi todos ellos importantes en relacién con este
tema, en particular el de Fishhoff [26], titulado “Debiasing”, por los consejos que da sobre
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como evitar los sesgos que suelen producirse en la estimacién subjetiva de la probabilidad.
También es muy interesante el libro de Morgan y Henrion [56]. (Un resumen de estos trabajos
se encuentra en [20, sec. 3.1]).

Naturalmente, a la hora de construir una red bayesiana es posible contar con probabilida-
des condicionales procedentes de las cuatro fuentes mencionadas: estudios epidemiolégicos,
literatura médica, bases de datos y estimaciones subjetivas. Sin embargo, a la hora de unir
todas estas probabilidades en un tUnico modelo hay que ser muy cuidadoso, porque en al-
gunas ocasiones la combinacion directa de datos numéricos procedentes de origenes diversos
puede dar lugar a inconsistencias del modelo, que se traducen en diagndsticos y actuaciones
terapéuticas incorrectas [24].

También debemos senalar que, a pesar de la distincién que hemos hecho entre las dos
fases de la construccién manual de una red bayesiana, en la préctica suele tratarse de un
proceso iterativo, de modo que muchas veces mientras se estan obteniendo las probabilidades
condicionales se hacen algunos retoques en la estructura de la red; véase, por ejemplo, el
articulo [45], que describe la construccién de Prostanet, una red bayesiana para el diagnéstico
de cancer de préstata y otras enfermedades urolédgicas.

A pesar de estas contribuciones, la obtencién del conocimiento necesario para construir
un sistema experto sigue siendo hoy en dia méas un arte que una técnica, de modo que los
resultados obtenidos dependen en gran medida de las dotes personales de quien lo realiza. En
inteligencia artificial existen numerosos libros y articulos sobre el tema, e incluso una revista,
el Journal of Knowledge Acquisition, aunque la mayor parte de los trabajos suponen explicita
o implicitamente que la representacién del conocimiento se va a realizar mediante reglas, por
lo que hay muy poca bibliografia especifica sobre la obtencién de probabilidades condicionales
para sistemas expertos bayesianos.

3.1.4. Resumen

Como sintesis de lo expuesto en esta seccién, enumeramos a continuacién los pasos nece-
sarios para construir una red bayesiana “a mano”:

1. Seleccionar las variables que intervienen. A cada variable le corresponde un nodo en
la red.

2. Trazar los enlaces en sentido causal; es decir, considerar para cada enlace cudl es la
causa y cudl el efecto. Por ejemplo, jes la enfermedad o anomalia la causa de que
aparezca el sintoma/signo, o viceversa? Hay que recordar que, por definicién, una red
bayesiana puede tener bucles pero no puede tener ciclos.

3. Una vez construido el grafo, esta determinada cudl es la forma de la factorizacion de
la probabilidad, es decir, la forma de las tablas de probabilidad.!

4. Determinar qué valores (cudntos y cudles) toma cada variable. Si la variable es conti-
nua, habra que discretizarla, porque los algoritmos que hemos estudiado en este curso
so6lo admiten variables discretas.

'Recordamos que por cada nodo Y cuyos padres son {Xi,...,X,} ha de haber una (y sélo una) tabla
de probabilidad P(y|z1,...,2»); para un nodo sin padres, la probabilidad condicional es simplemente la
probabilidad a priori. A pesar de que esto es algo muy elemental, a veces hay estudiantes que lo olvidan y
construyen una tabla de probabilidad por cada padre: P(y|z1), P(y|z2), etc., lo cual es un error grave.
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5. Ver en cudles de las familias que forman la red es posible aplicar alguno de los modelos
canédnicos de los que vamos a definir en la proxima seccién. Los que m4as se usan son
el modelo OR y el modelo MAX. Esto simplifica notablemente la asignacién de proba-
bilidades, pero hay que tener en cuenta que este modelo simplificado sélo es aplicable
cuando se cumplen las condiciones senaladas en dicha seccién.

6. Asignar probabilidades numéricas, como hemos indicado en la seccién 3.1.3). Si
la familia interactiia mediante un modelo IIC, hay que asignar las probabilidades de
cada enlace, mas la probabilidad residual c;,. En otro caso, no queda mas remedio que
indicar explicitamente la tabla de probabilidad condicional para cada familia, lo cual
puede ser bastante complejo cuando el nimero de padres es elevado; por eso, a la hora
de construir el grafo de la red, conviene utilizar algin “truco” (por ejemplo, introducir
variables intermedias adicionales) con el fin de que cada nodo no tenga mas de dos o
tres padres (a partir de tres o cuatro padres el problema se complica notablemente si
no podemos aplicar ningiin modelo canénico).

Este proceso de construccién de redes se simplifica muchisimo con la ayuda de algunas de
las herramientas informaticas existentes en la actualidad, tales como OpenMarkov, que permi-
ten dibujar grafos en pantalla, anadir y eliminar nodos y enlaces facilmente, y asignar valores
a las variables; ademads generan automaticamente las tablas de probabilidad condicional que
el usuario debe rellenar; y, lo que es ain més importante, permiten introducir hallazgos y
comprobar cémo se modifica la probabilidad de las variables de interés, lo cual es muy Tttil
para corregir las probabilidades condicionales asignadas si los resultados del diagnéstico no
coinciden con lo que era de esperar [46].

Por eso recomendamos encarecidamente a los alumnos que practiquen con OpenMarkov
(o con otra herramienta similar), introduciendo los ejemplos del texto y otros que al alumno
se le ocurran, pues eso le ayudara a comprender mucho mejor todo lo que estamos estudiando
en esta asignatura.

3.2. Modelos canonicos

En una red bayesiana, para un nodo Y cuyos padres son X ={Xj, ..., X, }, la tabla de pro-
babilidad condicional (TPC) consta de un nimero de pardmetros que crece exponencialmente
con n. En concreto, si la variable Y puede tomar m valores, la distribucion de probabilidad
P(y|x) tiene m pardmetros, de los cuales m — 1 son independientes (porque su suma ha de
ser la unidad), y si cada padre puede tomar m valores, habrd m™ configuraciones de X, de
modo que el niimero total de pardmetros es m™ ™!, de los cuales (m — 1) x m™ son independen-
dientes. Por ejemplo, para un nodo binario con 5 padres binarios necesitamos 32 parametros
independientes. Si tenemos una familia con 4 padres y cada nodo toma 3 valores, necesitamos
162 parametros.

En la préctica, construir una TPC con més de 3 o 4 padres es muy dificil, casi imposible,
no solo por el elevado nimero de pardmetros que se necesita, sino también porque cada uno de
ellos es muy dificil de estimar. Por ejemplo, para estimar la probabilidad P(y|x) un experto
debe recordar los casos en que ha visto la configuracién x y decir aproximadamente en cuantos
de ellos la variable Y tomaba el valor y. El problema es que si la configuracién x es muy poco
frecuente, la estimacién no va a ser fiable. Por ejemplo, la estimacién de P(fiebre|paludismo,
neumonia, bronquitis) puede ser muy dificil porque es casi seguro que ningin médico ha visto
nunca un paciente que padezca simultdneamente las tres enfermedades. Igualmente, en una
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base de datos tampoco habra ningin paciente con esa configuracién de enfermedades, ni es
previsible que encontremos un nimero suficiente de pacientes en esa situacién al hacer un
estudio epidemioldgico, ni es esperable encontrar ese dato en la literatura médica.

En estas situaciones pueden ser ttiles los modelos candnicos, denominados asi porque son
como los bloques elementales a partir de los cuales se pueden construir modelos probabilistas
mas sofisticados. En este tema vamos a estudiar los dos tipos de modelos candénicos mas
importantes: los modelos deterministas y los basados en la hipétesis de independencia de
influencia causal (IIC). Los primeros no necesitan ningtin pardmetro. Los segundos, que se
basan en los primeros, requieren un niimero de parametros proporcional al niimero de padres,
en vez de ser exponencial, y ademas los parametros suelen ser mas faciles de estimar que en
el caso de una TPC general.

3.2.1. Modelos deterministas

El tipo de modelo candénico mas sencillo es aquél en que el valor de Y es una funcion de

los valores de los padres: y = f(x1,...,2,). En este caso la tabla de probabilidad condicional
(TPC) es
1 siy=f(x)
P(y|x) = { (3.1)
0 en otro caso .

Por tanto, la principal ventaja de estos modelos es que no necesitan ningin parametro
numérico.

Tuncion | vambles | Nombre Defnicion
NOT Y <= —x
OR y<—zx1V...Vz,
16gica booleana AND y—=oA...Nn
XOR y <= pos(x) =1
exactamente-r Yy <= pos(x) =r
umbral Yy <= pos(x) >r
MINUS y=—x
INV Y = Tmax — T
MAX y = max(x1,...,Ty)
algebraica | ordinal MIN y =min(z1,...,Tn)
ADD y=x1+...+Ty
promedio y=21(x+.. 4z
promedio discreto y = [%(:L‘l +.+ xnﬂ
combinacién lineal y=ag+ a1x1 + ...+ anZn

Tabla 3.1: Algunas de las funciones més comunes utilizadas para construir modelos candnicos.
En el caso de variables booleanas, pos(x) indica el nimero de variables dentro de la configu-
racion x que toman el valor “verdadero”, “presente” o “positivo”.
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La tabla 3.1 muestra algunas de las funciones que se han propuesto para construir modelos
canénicos. Las funciones logicas se aplican a variables booleanas, es decir, del tipo “verda-
dero/falso”, “presente/ausente” o “positivo/negativo”. Observe que todas las funciones de
la tabla 3.1 son conmutativas (excepto la combinacién lineal cuando las a; son diferentes), lo
que implica que el orden de los padres en el correspondeinte modelo canénico es irrelevante.

La tabla 3.2 muestra las TPC’s correspondientes a algunas de las funciones definidas en
la tabla 3.1, de acuerdo con la ecuacién (3.1).

Funcion TPC
NOT P(+ylz) | = —=x
0 1
P(+ylx1,z2) | +21 21
OR +Io 1 1
) 1 0
P(+ylxi,z2) | +21 21
AND +x9 1 0
X9 0 0
P(+ylz1,22) | 421 -y
XOR +x9 0 1
X9 1 0

Tabla 3.2: Tablas de probabilidad condicional (TPC) para algunos de los modelos determi-
nistas inducidos por las funciones légicas de la tabla 3.1.

A veces se utiliza el término “puerta” (en inglés, gate) para referirse a estos modelos
candnicos, por analogia con las puertas utilizadas en electronica. Por ejemplo, en un circuito,
una puerta OR es un componente que tiene dos entradas, las cuales pueden tomar los valores
0 (potencial bajo) y 1 (potencial alto); basta que cualquiera de ellas tome el valor 1 para que
la salida tome también el valor 1; es decir, si la primera entrada vale 1 o la segunda vale 1,
entonces la salida vale 1, y por eso recibe el nombre de puerta OR (“or” en inglés significa “0”
en castellano). Andlogamente, en el modelo canénico que acabamos de mostrar, basta que
X1 0 X5 (0 ambos) estén presentes para que Y esté presente. Por eso al modelo canénico OR
determinista a veces se le llama “puerta OR”, por analogia con la electrénica, considerando
a X7 y X9 como entradas y a Y como salida. Por la misma razén se habla a veces de “puerta
AND” y “puerta XOR” para referirse a los correspondientes modelos dados en la tabla 3.1.

Estos modelos se denominan “deterministas” porque, conociendo el valor de X; y el de
X5, se conoce con certeza el de Y'; esto contrasta con los modelos probabilistas que vamos a
ver a continuacién, en los que los valores de X; y X3 no determinan el valor de Y, sino sélo
su probabilidad.
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3.2.2. Modelos IIC

Los modelos deterministas no son muy comunes en la practica, al menos en los dominios
en que se aplican las redes bayesianas, que se introducen precisamente para tratar la incer-
tidumbre. En esta seccidon vamos a presentar otro tipo de modelos: los que se basan en la
hipétesis de independencia de la interaccion causal (IIC). Estudiaremos dos subclases: los
modelos “con ruido” y los residuales; los segundos son un caso particular de los primeros.?

Modelos IIC “con ruido”

Los modelos IIC se construyen a partir de los modelos deterministas introduciendo n
variables auxiliares {Z1,...,Z,}, como se indica en la figura 3.3, de modo que Y es una
funcién determinista de las Z;’s y el valor de cada Z; depende de forma probabilista de X;,
segin la TPC P(z;|z;). La TPC P(y|x) se obtiene eliminando por suma las Z;’s:

P(ylx) = ZP ylz) - P(z]x) . (3:2)

Parametros
probabilistas

P(zi|xl)

Modelo
determinista

(funcién f)

& &)
l l

Figura 3.3: Estructura interna de los modelos IIC. Las variables Z; se introducen para explicar
la construccién del modelo, pero no forman parte del modelo, en el cual sélo intervienen Y y
las X;’s.

La hipétesis de independencia de influencia causal (IIC) implica que los mecanismos cau-
sales (y los inhibidores) por los cuales las X;’s influencian el valor de Y son diferentes y no
interactian. En el grafo de la figura 3.3, esto se manifiesta en la ausencia de enlaces de la
forma X; — Z; o Z; — Zj con i # j. De ahi se deduce que

X) = HP(zl]xz) . (3.3)

Esta factorizacion, junto con las ecuaciones (3.1) y (3.2), lleva a

P(ylx) = Z HP zilzi) - (3.4)

z|f(z)=y 1

Esta es la ecuacién general de los modelos I1C.

2Puede que en una primera lectura la definicién de los modelos IIC resulte demasiado abstracta. Los
conceptos expuestos aqui se entenderan mejor cuando estudiemos dos modelos concretos: OR y MAX.
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Nétese que cada pardmetro P(z;|z;) de un modelo IIC estd asociado a un enlace particular,
X; — Y, mientras que cada pardmetro P(y|x) de una TPC general corresponde a una cierta
configuracién x en que intervienen todos los padres de Y, y por tanto, no puede ser asociado
a ningun enlace particular. Esta propiedad, que se deduce de la hipétesis de 1IC, conlleva
dos ventajas desde el punto de vista de la obtencién de las probabilidades. La primera es una
reduccion significativa del nimero de pardmetros necesarios, desde O(exp(n)) en el caso de
una TPC general hasta O(n) en un modelo IIC. Por ejemplo, para un nodo binario con 10
padres binarios, la TPC consta de 2! = 2, 048 pardmetros numéricos. Al afiadir un solo padre
el ntimero se duplica, convirtiéndose en 2'? = 4,096 pardmetros. En cambio, un modelo IIC
sélo necesita 10 y 11 parametros, respectivamente. La segunda ventaja es que los parametros
de un modelo IIC tienen una interpretacién intuitiva sencilla, lo cual facilita la estimacién
subjetiva por parte de los expertos humanos. Es decir, que los modelos IIC no sélo necesitan
muchos menos pardametros que las TPC generales, sino que los pardametros requeridos son
mucho mas intuitivos y faciles de obtener.

Modelos IIC residuales

En muchos casos no es posible ni deseable incluir en un modelo todas las variables que
ejercen influencia sobre Y. En este caso, si se cumplen ciertas hip6tesis [23], podemos construir
un modelo en que sélo algunas de las causas de Y aparecen explicitamente, mientras que
la influencia de las demds pueden ser representada mediante un pardmetro residual P(zp).
Este parametro puede interpretarse como la probabilidad a priori de una variable auxiliar
(imaginaria) que representa las causas no explicitas, tal como se muestra en la figura 3.4.

Parametros
probabilistas l
P(z|z;) Pardmetro
@ o @ residual
P(z
Modelo (1)
determinista

(funcién f)

Figura 3.4: Estructura interna de los modelos IIC residuales. La variable auxiliar Zj, repre-
senta las causas que no estan explicitas en el modelo.

Vamos a estudiar a continuacion los dos modelos IIC més utilizados en la practica: OR y
MAX.

3.2.3. Modelos OR/MAX

En la seccién 3.2.1 hemos estudidado los modelos OR y MAX deterministas. En ésta
vamos a explicar como se pueden construir modelos IIC basados en ellos.
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Modelo OR “con ruido”

La interpretacion causal de este modelo es que cada X; representa una causa de Y y cada
Z; indica si X; ha producido Y o no. El término “con ruido” significa, en este caso, que
es posible que algunas causas no produzcan el efecto cuando estan presentes. En ese caso,
—z; significa que X; no ha producido Y, bien porque X; estaba ausente, bien porque cierto
inhibidor I; ha impedido que X; produjera Y. Si denotamos mediante ¢; la probabilidad de
que el inhibidor I; esté activo, entonces la probabilidad de que X;, estando presente, produzca
Y es

=Ptz +z)=1-4¢q . (3.5)

En la practica, ¢; > 0, porque si ¢; fuera cero, entonces X; no podria ser una causa de Y y
no lo incluiriamos entre sus padres.

Naturalmente, cuando X; estd ausente no puede producir Y, y por eso

P(—I—Zi|—\$i) =0. (3.6)

P(ZZ ‘.%'Z) —HL‘i X
“+2z; C; 0

—Z; 1-— C; 1

Tabla 3.3: Parametros del modelo OR “con ruido” para el enlace X; — Y.

Mediante la ecuacién (3.4) podemos obtener la TPC teniendo en cuenta que for(z) = -y
solamente para la configuracién (—z1,...,z,). Por tanto,

n

P(—y|x) = HP(ﬁzZ|$l = H P(—zi| + z;) H P(=zi|~x;)

1=1 iel+(x) 1€l(x)

donde I,(x) representa los padres de Y que toman el valor +x; (es decir, “verdade-
ro”, “presente” o “positivo”) en la configuracién x e I.(x) a los demds. Por ejemplo, si
x = (41, w2, +x3) entonces I (x) = {X;1, X3} e I.(x) = {X2}. Utilizando los pardmeros

introducidos en las ecuaciones (3.5) y (3.6), tenemos que
P(—ylx) = H G = H (1—-¢). (3.7)
1€l (x) 1€l (%)

Cuando hay dos causas X; y X2 de un efecto comiin Y, esta ecuacién conduce a la tabla 3.4.
Observe que si ¢; = cg = 1, esta tabla coincide con la TPC del modelo OR determinista
(tabla 3.2). De hecho, el modelo OR determinista es un caso particular del modelo OR “con
ruido” en que ¢; = 1 para toda 1.

La ecuacién (3.7) implica que cuando todas las causas estdn ausentes, entonces también

Y estd ausente:
P(~y|—zy,...,~xy) =1. (3.8)

Del mismo modo, cuando X; estd presente y las demds causas de Y estan ausentes, entonces

P(+y| + x;, T (Vj,j;éi)) =c;, (39)
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P(+yley, 2) ‘ +21 ) ‘
+xo a+(l—c)-c2 ¢
X9 C1 0

Tabla 3.4: TPC para un modelo OR “con ruido”. Los padres son X; y Xs.

lo cual es coherente con la definicién de ¢; como la probabilidad de que X; cause Y (cf.
ecuacién (3.5)).

Ejercicio 3.1 Una méaquina de produccion de piezas de plastico puede averiarse debido a
tres causas: la mala calidad de la materia prima utilizada, un calentamiento excesivo del
torno o un exceso de tension. Hay un sensor que detecta la mala calidad de la materia prima
en el 95% de los casos, lo cual hace que aunque la materia sea defectuosa sélo provoque una
averia en el 5% de los casos. Del mismo modo, un sensor de temperatura hace que la méquina
generalmente se detenga a tiempo en el 93% de los casos, por lo cual un calentamiento sélo
provoca averfas en el 7% de los casos. Sin embargo, el diferencial instalado no funciona
correctamente, y por ello la probabilidad de que un exceso de tension provoque una averia es

el 80%.

1. Construya una TPC para este problema aplicando la ecuacién (3.7).

2. Construya la TPC con el programa Elvira o con OpenMarkov, introduciendo los
parametros dados en el enunciado. Compruebe que los valores calculados por el progra-
ma coinciden con los que Vd. ha calculado.

3. ;Cuéntos pardmetros independientes habria necesitado para construir esta TPC si no
hubiera aplicado el modelo OR?

Modelo OR residual

Como hemos dicho en la seccién 3.2.2, en general es imposible en la préactica incluir todas
las causas posibles de un efecto, y por ello necesitamos una versién residual del modelo OR.
En este caso, la variable Z;, también es booleana, y la probabilidad residual P(z) viene dada
por el parametro cy,,

{ P(+21) = ¢z,
P(-zp)=1—cg.

La TPC para este modelo es [23],
P(-ylx)=(1—cr)- [] A-a). (3.10)
i€l (x)

La tabla 3.5 muestra la forma de la TPC para n = 2. Observe que cuando ¢y, = 0, esta tabla
coincide con la del modelo OR “con ruido” (tabla 3.4).

Cuando todas las causas explicitas (los padres de Y en la red bayesiana) toman el valor
“ausente”, la probabilidad de que Y esté presente es

P(+y|_|$1, .. 'a_'xn) =cCL, (311)
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P(4ylw1, x2) ‘ +21 7 ‘
+xo 1—-(1—-¢1) - (I1—co)-(1—cp) ca+(1l—c2)-cp
-9 caa+(1—c)-cp cr,

Tabla 3.5: TPC para el modelo OR residual con dos padres.

lo que significa que Z, puede interpretarse como una variable que indica si las causas implicitas
(es decir, las que no aparecen como padres de Y en la red bayesiana) han producido Y o no.

Ejercicio 3.2 En el ejercicio 3.1 hemos considerado tres causas por las cuales una méquina
de produccién de piezas de plastico podia averiarse. Sin embargo, hay otros muchos factores
que no hemos considerado y que pueden producir una averia con una probabilidad de 0°001.

1. Construya una TPC para este problema aplicando la ecuacién (3.10). Puede aprovechar
los célculos que hizo en el ejercicio 3.1.

2. Construya la TPC con el programa Elvira o con OpenMarkov, introduciendo los
parametros dados en el enunciado. Compruebe que los valores calculados por el progra-
ma coinciden con los que Vd. ha calculado.

Modelo MAX

El modelo MAX “con ruido” surgi6é como una extensiéon del modelo OR “con ruido” para
variables multivaluadas. En él, cada Z; representa el valor de Y producido por X;. El valor de
Y resultante es el maximo de los valores individuales producidos por cada uno de los padres:
y = fmax(z). Los pardmetros para el enlace X; — Y son
crt = P(z|x;) (3.12)

Zi

o lo que es lo mismo,

czi = P(Z; = ylx;) (3.13)
Cada ¢y’ representa la probabilidad de que X;, tomando el valor z;, eleve el valor de Y hasta
1.

Existe una versién causal de este modelo en la cual cada variable tiene un estado neutro,
denotado por —y o —x;, que en general representa la ausencia de anomalia. El estado neutro
de Y es el minimo de sus posibles valores; por ejemplo, los valores de Y pueden ser dom(Y') =
{ausente,leve,moderada,severa}, de modo que -y = ausente. Cuando X; estd en su estado
neutro no altera el valor de Y'; podriamos decir que cuando la anomalia X; esta ausente no
produce la anomalia Y. Por tanto,

eyt =P(Zi = —y|l-z;) = 1. (3.14)

De la ecuacién (3.4) se deduce que la anomalia Y estd ausente cuando cada uno de sus
padres estd en estado neutro (es decir, cuando todas las anomalias X; estdn ausentes):

P(~y|—z1,...,~xy) =1. (3.15)
También se deduce de la ecuacién (3.4) que

P(ylzi, =5 (vj, j20)) = P(Zi = ylai) = ¢ (3.16)
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lo cual significa que el pardmetro ¢y’ representa la probabilidad de que Y tome el valor y
cuando X; toma el valor z; y las demés causas de Y permanecen en sus estados neutros.
Es decir, ¢’ representa la capacidad de X; para elevar el estado de Y hasta el valor y
independientemente de los estados de otras causas de Y (que quizad van a elevar Y hasta un

valor méas alto).

Existe también un modelo MAX residual, semejante al modelo OR residual, en el cual el
parametro 05 representa la probabilidad de que Y = y cuando todas las causas de Y explicitas
en el modelo estdn en sus estados neutros:

65 = P(y|-x1,...,"zy) . (3.17)
Ejemplo 3.3 (Modelo MAX) Una cierta enfermedad Y puede deberse al exceso o al de-
fecto de la sustancia X; en la sangre del paciente. También puede deberse a una anomalia Xo.
Podemos representar este problema escogiendo tres variables, Y, X1 y Xs, con los siguientes
dominios:

dom(Y") = {ausente, leve, moderada, severa}
dom(X1) = {reducido, normal, aumentado}

dom(X2) = {ausente, presente}

Sus valores neutros son —y =ausente, —x; =normal, y —xo =ausente, respectivamente. La
figura 3.5.¢ muestra los parametros para este modelo en Elvira, y la figura 3.5.6 la TPC
calculada a partir de ellos. Podemos observar que cuando X; y Xo estdn en sus estados
neutros (5* columna), la probabilidad de Y coincide con la probabilidad residual mostrada
en la figura 3.5.q, lo cual concuerda con la ecuacién (3.17).

3.2.4. Uso de los modelos canénicos en la construccién de redes bayesianas

El modelo OR se puede aplicar a una familia dentro de una red bayesiana cuando se
cumplen las siguientes condiciones:

1. {Son booleanas todas las variables de esa familia?

Por ejemplo, si uno de los padres es la variable Sexo, el modelo OR no se puede aplicar
porque no es posible indentificar uno de sus valores (vardn o mugjer) con la causa de una
anomalia y el otro con su asuencia. Si el Sexo figura entre los padres de una familia,
generalmente actiia como un factor de riesgo o como precondicién para otra variable, y
en ese caso la elecciéon mas adecuada puede ser el modelo AND [23].

2. jHay un mecanismo causal para cada padre, X;, tal que X; es capaz de producir Y en
ausencia de las demas anomalias?

Recordemos que en el modelo OR la variable Z; (figura 3.3) representa el hecho de
que el efecto Y ha sido producido por X;. Cuando el efecto no puede ser producido
por mecanismos causales individuales, sino que es necesaria la concurrencia de varias
causas, entonces no se puede aplicar el modelo OR.

3. {Como son los mecanismos causales?

Si algunos de los mecanismos son no-deterministas, entonces hay que aplicar el modelo
OR “con ruido” en lugar del modelo determinista. Si hay otras causas no explicitas en
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a)
£ Node: ¥ x|
NDde' Valuesl Parents Relation
Relation Type Causal Max + Probabilistic ¢ Determini...
& Al Parameters = Yalues = CPT * Mot
O Indepedent Parameters | FProbebilities | & Canonical Pararmet,, i Compound
x1 H1 x1 x2 K2 Leak
i increased  [normal decreased  |present abzent E
SEVENE 0.41 0.0 0.0z 0.09 0.0 0.001
moderate 0,32 0.0 0.08 0.27 0.0 0.003
rrild 0.18 0.0 0.24 0.15 0.0 0.012
ahsent 0.09 1.0 0.66 0.49 1.0 0,984
(]4 Cancel | Apply |
b)

Nudel Valuesl Farents Relation

Relation Type Causal Max f* Frobabilistic € Determinil..
= &l Parameters = Yalles f* CRT i [ilet
 Indepedent Parameters  Probabilitizs || € Canonical Paramet,, " Compound
w1 increased  |increased  normal normal decreased  |decreased
H2 present absent present absent present absent
SEvErE 0. 46364 0.41059 0.09091 0.001 0.10909 0.02008
moderate  |0.235425 0.32049 0.27165 0.003 0.31721 0.08262
mild 0.12871 0.18036 0,15528 0.012 0.25547 0. 24696
absent 0.04339 0.08856 0.458216 0,954 0.31823 0.64944

CK | Cancel | Apply |

Figura 3.5: Modelo MAX causal en Elvira. a) Pardmetros candnicos. b) Tabla de probabilidad
condicional (TPC).
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el modelo capaces de producir Y, entonces hay que aplicar el modelo OR residual en
vez del modelo “con ruido”.

4. ;Son independientes los mecanismos causales?

En general ésta es la condicién mas dificil de comprobar, pues en muchos casos nuestro
conocimiento del problema es limitado y no podemos estar seguros de que los me-
canismos causales y sus inhibidores no interactian. En la practica, cuando no hay
interacciones conocidas suponemos que se cumple esta condicién, y asi podemos aplicar
el modelo OR “con ruido” o residual. Si no se cumple esta condicién, tendremos que
utilizar otro modelo que no sea del tipo IIC; algunos de los modelos propuestos en la
literatura son el modelo OR “con ruido” recursivo (en inglés, recursive noisy OR, o
RNOR), que también tiene una versién que incluye inhibidores (inhibited RNOR) [23].

Los criterios para la aplicacién del modelo MAX son similares.

Existen otros modelos candnicos de tipo IIC basado en las funciones AND, MIN, XOR,
umbral, etc. (véase la tabla 3.1), asi como otros tipos de modelos, entre los cuales se encuen-
tran los modelos candnicos simples, que requieren menos parametros que los de tipo IIC. La
explicacién de estos modelos, los criterios para utilizarlos en la construccién de redes baye-
sianas y algunos consejos para la obtencién de los parametros numéricos pueden encontrarse
en el articulo ya citado, [23].

3.3. Aprendizaje automatico a partir de bases de datos

Con la generalizacion del uso de los ordenadores, que se produjo sobre todo en la década de
los 80, la disponibilidad de bases de datos no ha dejado de crecer exponencialmente. Ello hace
que exista un interés cada vez mayor en extraer conocimiento de ellas, es decir, en construir
modelos matematicos que permitan predecir el futuro y tomar las mejores decisiones. Es lo
que se conoce como mineria de datos.

En esta seccién vamos a estudiar la construcciéon de modelos graficos probabilistas, con-
cretamete redes bayesianas, a partir de bases de datos. Este es un campo de gran actualidad.
Podriamos decir que al menos un tercio de las publicaciones que se producen cada ano so-
bre redes bayesianas estan dedicadas a esta cuestién. Dado que se trata de un problema
matematicamente complejo y que la literatura existente es amplisima, nos vamos a limitar
a explicar algunos conceptos basicos y a dar referencias para que el lector interesado pueda
consultar referencias especializadas.

3.3.1. Planteamiento del problema

De forma general, podemos decir que el problema del aprendizaje consiste en construir,
a partir de un conjunto de datos, el modelo que mejor represente la realidad, o mejor dicho,
una porcién del mundo real en la cual estamos interesados. Como en el caso de la construc-
cion manual de redes bayesianas, el aprendizaje de este tipo de modelos tiene dos aspectos:
el aprendizaje paramétrico y el aprendizaje estructural. En algin caso puede ocurrir que
tengamos ya el grafo de la red, construido con la ayuda de un experto, y estemos interesados
solamente en la obtencién de las probabilidades condicionales; seria un caso de aprendizaje
paramétrico. Sin embargo, es méas habitual que deseemos construir a partir de los datos la
red completa, es decir, tanto el grafo como los parametros de la red.
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Hay dos métodos principales para construir la red. El primero consiste en realizar, a
partir de las frecuencias observadas en la base de datos, una estimacién de la distribucién de
probabilidad que rige el mundo real; las relaciones de dependencia e independencia probabi-
lista de dicha distribucién indican cudl debe ser la estructura del grafo. Es decir, se trata de
buscar un grafo que sea mapa de independencias de la distribucién de probabilidad (véase
la sec. 1.5.2). Naturalmente, puede haber mas de una solucién, pues como vimos en la sec-
cién 1.6.1, existen grafos equivalentes en sentido probabilista, es decir, grafos que representan
las mismas relaciones de independencias y de (posibles) dependencias.

El otro método de aprendizaje estructural consiste en realizar una bisqueda heuristica
utilizando alguna medida de calidad: en general, se parte de una red sin enlaces y se van
anadiendo enlaces uno a uno hasta que la red representa adecuadamente la distribucién de
probabilidad obtenida de la base de datos. También en este método hay que tener en cuenta
la existencia de grafos equivalentes en sentido probabilista.

Antes de ver con detalle cada uno de estos métodos (el aprendizaje paramétrico en la
sec. 3.3.3, el estructural basado en relaciones de independencia en la 3.3.4 y el estructural me-
diante busqueda heuristica en la 3.3.5), vamos a estudiar primero algunas cuestiones generales
sobre aprendizaje que nos ayudaran a entender mejor el aprendizaje de redes bayesianas.

3.3.2. Cuestiones generales sobre aprendizaje
El problema del sobreajuste

Hemos dicho antes que el problema del aprendizaje consiste en construir el modelo que
mejor represente una porcién del mundo real en la cual estamos interesados. Sin embargo,
en la préictica no conocemos toda la realidad, sino sélo un conjunto de datos. Por ejemplo,
si queremos construir un modelo para el diagnéstico de cancer de higado, no conocemos la
realidad completa (todos los posibles pacientes), sino sélo los casos recogidos en cierta base
de datos. Podriamos pensar entonces que el objetivo es construir el modelo que mas se ajusta
a los datos disponibles. Sin embargo, se comprueba en muchos casos que el modelo que mejor
se ajusta a los datos no es necesariamente el que mejor se ajusta a la realidad.

Este fenémeno se denomina sobreajuste (en inglés, overfitting) y tiende a ocurrir cualquiera
que sea el tipo de modelo que queremos aprender (ya sea un arbol de clasificacién, una red
neuronal, un conjunto de reglas difusas...). Vamos a ver tres ejemplos para el caso de las
redes bayesianas, dos de aprendizaje paramétrico y uno de aprendizaje estructural.

Ejemplo 3.4 Volvamos al ejemplo 1.39, concretamente a la tabla de P(t|d) que aparece en
la pagina 19. Supongamos que tenemos una base de datos de unos 150.000 casos, de los cuales
aproximadamente 150 corresponderén a averia eléctrica, pues P(d®) = 0’001. La probabilidad
de tener temperatura reducida en caso de averia eléctrica, P(t"|d°), es 0°01. Por tanto, es
posible que en la base de datos no haya ningin caso de averia eléctrica con temperatura
reducida. (La probabilidad de que ocurra esto es 0’99 = 022.) En ese caso, el modelo que
mejor se ajusta a los datos dird que P(t"|d®) = 0. Segtn este modelo, cuando hay temperatura
reducida es imposible que exista averia eléctrica, por muchos otros hallazgos que pudieran
confirmar ese tipo de averia. El problema es que ha habido un sobreajuste del modelo a los
datos.

Ejemplo 3.5 Supongamos que queremos construir un modelo para el diagnéstico diferencial
de tres enfermedades, E,, F}y v F,, a partir de una serie de hallazgos. Entre ellos se encuentra
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un sintoma S tal que P(+s|e,) = 040, P(+s|ep) = 0°05y P(+s|e.) = 0°01. Sila base de datos
contiene 150 pacientes con la enfermedad E. es posible que ninguno de ellos presente el sintoma
S. (La probabilidad de que ocurra esto es 0’995 = 0722.) Al realizar el aprendizaje de la
red bayesiana, el modelo que més se ajusta a los datos dird que P(—sle.) =1y P(+sle.) =0,
y segun él, la probabilidad de F, dada la presencia del sintoma es 0; es decir, el hallazgo
+s seria capaz de anular toda la evidencia a favor de E. que pudieran aportar los demés
hallazgos. Esto se debe a que ha habido un sobreajuste del modelo a los datos.

Ejemplo 3.6 Sea un problema de tres variables, A, B y C, tal que B y C son condicio-
nalmente independientes dado A, es decir, P(bla) - P(cla) = P(b,cla). De ahi se deduce
que las frecuencias observadas en la base de datos cumplirdn aproximadamente la igualdad
N(+4+a,+b) - N(+a,+c) = N(+a,+b,+c) - N(+a). Sin embargo, es muy improbable que esta
igualdad se cumpla exactamente; es decir, lo mas probable es que aparezca una pequena co-
rrelacién accidental entre By C (dado A) en la base de datos, a pesar de que en el mundo
real son condicionalmente independientes. El modelo que mejor se ajustaria a dicha base de
datos incluiria un enlace espurio B — C o C' — B, debido al sobreajuste.

Supongamos ahora que tenemos una red bayesiana cuyo grafo es el de la figura 1.6
(pag. 22).

Este dltimo ejemplo nos muestra que las correlaciones espurias existentes en la base de
datos pueden llevar a construir un modelo que contenga un enlace entre cada par de nodos,
es decir, un grafo completo. Eso plantea tres problemas:

1. La falta de precision, que ya hemos comentado en el ejemplo 3.5.

2. La pérdida de informacién: el modelo resultante no mostraria ninguna de las relaciones
de independencia existentes en el mundo real. Por ejemplo, en el grafo de la figura 1.6
(pag. 22) se observan ciertas relaciones de independencia entre las variables, mientras
que si trazaramos un enlace entre cada par de variables perderiamos esa informacion.

3. El tamano del modelo: una red bayesiana de n variables basada en un grafo completo
contendra una tabla de probabilidad de n variables, cuyo tamano sera el mismo que el de
la probabilidad conjunta, y ademas otra tabla de n — 1 variables, otra de n — 2, etc. En
este caso, construir una red bayesiana es peor que representar la tabla de probabilidad
conjunta explicitamente. Como el tamano del problema crece de forma exponencial,
con los ordenadores actuales sélo podriamos construir redes bayesianas de unas 25 o 30
variables. Sin embargo, luego veremos que hoy en dia existen algoritmos de aprendizaje
capaces de construir modelos con cientos de variables.

La forma habitual de evitar el sobreaprendizaje a la hora de construir el grafo de la red
es tratar de construir modelos sencillos, es decir, con un pequeno numero de enlaces. Mas
adelante veremos cémo lo consigue cada uno de los métodos de aprendizaje que vamos a
estudiar.

Aprendizaje probabilista

Denominamos aprendizaje probabilista a aquél que se basa en los principios de la teoria
de la probabilidad, independientemente de que el modelo aprendido sea de tipo probabilista
(por ejemplo, una red bayesiana) o no probabilista (por ejemplo, una red neuronal). Dentro
de él vamos a estudiar dos modalidades: el de maxima verosimilitud y el bayesiano.
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Aprendizaje de maxima verosimilitud La verosimilitud es una funcién, habitualmente
representada por A, que indica en qué medida cada hipdtesis o cada modelo explica los datos
observados:

A(modelo) = P(datos | modelo) (3.18)

El aprendizaje de maxima verosimilitud consiste en tomar la hipétesis o el modelo que maxi-
miza esta funcion.

Ejemplo 3.7 Deseamos construir un modelo que indique la probabilidad de supervivencia
para cierta enfermedad. Se trata de un modelo muy simple, pues sélo tiene un parametro, 6,
la tasa de supervivencia. Sabemos que el verdadero valor de 6 ha de estar entre entre 0 y 1.
Para cada paciente individual,

{ P(supervivencia) = 6 (3.19)

P(fallecimiento) =1 — 6

Supongamos ahora que tenemos una base de datos de n pacientes que sufren esa enfer-
medad, de los cuales han sobrevidido m, y a partir de ellos tratamos de estimar el valor del
pardametro 6. (Como dicen Castillo et al. [7, pag. 505], “en el lenguaje de los estadisticos, el
aprendizaje estadistico se llama estimacion”.) La verosimilitud para estos datos es®

n!

A(6) = P(datos|d) = o™ (1 — ) (3.20)

m!(n —m)!
La estimacién de méxima verosimilitud para 6 consiste en tomar el valor que maximiza A(0),
que en este caso es = m/n.t

Aprendizaje bayesiano Uno de los tipos de aprendizaje desarrollados en el campo de
la inteligencia artificial, inspirado en la estadistica bayesiana, es el demominado aprendizaje
bayesiano, que consiste en asignar una probabilidad a priori a cada uno de los modelos,
P(modelo). La probabilidad a posteriori del modelo dados los datos se define mediante el
teorema de Bayes:

P(modelo) - P(datos | modelo)
P(datos)

P(modelo | datos) = (3.21)

Observe la semejanza con el problema del diagnéstico probabilista estudiado en la sec-
cién 1.1.3. Alli se trataba de diagnosticar la enfermedad que mejor explicaba los sintomas.

3La probabilidad P(m|f) viene dada por la distribucién de Bernouilli. El factor §™ corresponde a la
probabilidad de que sobrevivan m pacientes, (1 — )"~ es la probabilidad de que mueran los demds, y
n!/(m!(n —m)!) es el nimero de combinaciones de n elementos tomados de m en m.

4Para maximizar esta funcién, resulta més cémodo tomar su logaritmo neperiano (como el logaritmo es
una funcién monétona, el maximo de A es el mismo que el de In \):

n!
In A(6) —lnm+mln0+(nfm)ln(lfﬁ)
d 1 1
d m
@ln)\(e)—0<:>9—;

Se puede comprobar ademds que la derivada segunda de In A(6) es negativa en todo el intervalo (0,1), y por
tanto A(0) tiene un mdximo en 6 = m/n.
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Aqui tratamos de “diagnosticar” el modelo que mejor explica los datos observados. En ambos
casos, el “diagndstico” se basa en una probabilidad a priori, que representa el conocimien-
to que teniamos antes de observar las observaciones, y en una verosimilitud que indica en
qué medida cada una de nuestras hip6tesis (en este caso, cada modelo) explica los datos
observados.

En la ecuacién anterior el denominador es una constante, en el sentido de que es la misma
para todos los modelos. Por tanto, si no queremos conocer la probabilidad absoluta, sino sdélo
cual de los modelos tiene mayor probabilidad que los demads, podemos quedarnos con una
versién simplificada de ella:

P(modelo | datos) oc P(modelo) - P(datos | modelo) (3.22)

El aprendizaje de maxima verosimilitud es un caso particular del aprendizaje bayesiano,
pues cuando la probabilidad a priori es constante, entonces la probabilidad a posteriori es
proporcional a la verosimilitud,

P(modelo) = constante = P(modelo | datos) o« P(datos | modelo) (3.23)

y maximizar una de ellas es lo mismo que maximizar la otra.

Ejemplo 3.8 Supongamos que en el problema del ejemplo anterior la probabilidad a priori
de 0 es constante: P(f) = c¢. En este caso,

P(f|datos) oc P(6) - P(datos|f) oc 8™ (1 — 0)"™™ (3.24)
El méximo de P(6|m) es el mismo que el de A(0), es decir, § = m/n.

Ejemplo 3.9 Volviendo de nuevo al ejemplo 3.7, tomamos como probabilidad a priori P(6) =
c 0%(1 — #)!, donde c es una constante de normalizacién. En este caso, la probabilidad a
posteriori es:?

P(f|datos) o« P(0) - P(datos|) oc 95T (1 — g)i+n—m (3.25)

El méximo de esta funcién corresponde al valor § = (k +m)/(k + 1+ n).

En los dos ejemplos anteriores, la distribucién P(#) indica la probabilidad de un parametro
probabilista (una probabilidad), y por eso suele decirse que P(6) es una probabilidad de
sequndo orden.

Insistimos en que lo més caracteristico del aprendizaje bayesiano es el hecho de asignar
una probabilidad a priori a cada uno de los modelos. En los dos ejemplos anteriores, el modelo
venia caracterizado por el pardmetro 6, y por eso hemos identificado P(modelo) con P(0).

Recordamos también que el aprendizaje bayesiano no estd especialmente relacionado con
las redes bayesianas: como vamos a ver a continuacién, hay métodos de aprendizaje de redes
bayesianas que no tienen nada que ver con el aprendizaje bayesiano, y viceversa, puede
aplicarse el aprendizaje bayesiano para construir modelos que no tienen nada que ver con
las redes bayesianas; por ejemplo, una red neuronal.

5Quiz4 el lector se pregunte por qué hemos escogido esa probabilidad a priori. Observe que, de acuerdo con
la ecuacién (3.24), si la probabilidad a priori es constante y los datos observados nos dicen que han sobrevivido
k pacientes y han muerto [, la probabilidad a posteriori de 6 es proporcional a 9’“(1 - 9)1. Por tanto, la
probabilidad a priori considerada en este ejemplo podria proceder de tales datos.

Supongamos ahora que tenemos una segunda base de datos con m supervivientes y (n — m) fallecidos.
Para estos datos, la verosimilitud es proporcional a ™(1 — 0)"~™. La probabilidad a posteriori final es
g™ (1 — G)H"_m. Este resultado es coherente con el hecho de que en total ha habido k + m supervivientes

y I +n — m fallecidos.
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3.3.3. Aprendizaje paramétrico

El aprendizaje paramétrico da por supuesto que conocemos la estructura (el grafo) de la
red bayesiana y, en consecuencia, también conocemos la factorizaciéon de la probabilidad (cf.
ec. (1.42)) y cudles son las probabilidades condicionales que forman la red. En el caso de
variables discretas, podemos considerar que cada probabilidad condicional P(x;|pa(X;)) es
un parametro, que llamaremos 0p(y,|pa(x,))- Sin embargo, para cada configuracién pa(X;) se
cumple que

ilpa
S Plailpa(X:) =1 (3.26)

Por tanto, si X; toma nx, valores, el nimero de parametros independientes para cada confi-
guracién pa(X;) es nx, — 1.

Notacion Dado que resulta engorroso en muchos casos escribir 0p(,,pa(x;)), €n la biblio-
grafia sobre aprendizaje es habitual utilizar la notacién 05, cuyo significado es el siguiente:

= | representa la variable X;. Por tanto, si la red tiene n; variables, se cumple que
1<i<ny.

= j representa la j-ésima configuracién de los padres de X;. Si X; tiene k padres binarios,
entonces hay 2¥ configuraciones de Pa(X;), lo cual implica que 1 < j < 2F,

= k representa el valor que toma la variable X;. El k-ésimo valor de X; se puede escribir
como x¥. Si esta variable puede tomar nx, valores, entonces 1 < k < ny;.

Con esta notacion, la ecuacién anterior se puede reescribir como

nx,

Vi, Vi, > k=1 (3.27)
k=1

También es habitual que 6 denote el conjunto de pardmetros de la red (todas las pro-
babilidades condicionales), 6; el subconjunto de probabilidades condicionales asociadas a la
familia de X;, y 6;; el conjunto de probabilidades condicionales correspondientes a la j-ésima
configuracién de Pa(X;). Por tanto, en el caso de variables binarias, tenemos:

» Para cada configuracién Pa(X;), 0;; = {0;x | 1 < k < nx,}.

2k:
» Para cada variable X;, 0; = (J 6;; .
=1

ny
» Paralared, 0= 6, .
=1

(2

Cuando tenemos una base de datos, N;;;, representa el nimero de casos en que la variable
X,; toma el valor xf vy los padres de X; toman los valores correspondientes a la j-ésima
configuracion.
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Aprendizaje (estimacién) de maxima verosimilitud

Una forma sencilla de estimar cada uno de ellos es por el método de la maxima verosimi-
litud: si la base de datos contiene N;; casos en que los padres de X; toman los valores corres-
pondientes a la j-ésima configuracion de Pa(X;), y en Nyj, de esos casos la variable X; toma
su k-ésimo valor, entonces la estimacién del pardmetro 0p(a,jpa(x,)) €8 OP(a;lpa(x:)) = Nijk/Nij-
De acuerdo con la notacién introducida anteriormente:

A NZ >

Jk
ik = =0 (3.28)
N;;

Esta ecuacién tiene dos problemas. El primero es que cuando N;; = 0 (es decir, cuando no
hay ningin caso en la base de datos correspondiente a esa configuracién de padres de Xj;)
entonces también N;j, = 0 y por tanto nos encontramos con una indeterminacién. El otro
problema es el sobreajuste, tal como hemos comentado en el ejemplo 3.5. Estos dos problemas
se resuelven mediante la estimacién bayesiana, como vamos a ver en seguida.

Aprendizaje bayesiano

Una alternativa més compleja es utilizar el aprendizaje bayesiano, lo cual implica dar una
distribucién de probabilidad para los parametros, P(®). Observe que estamos utilizando la
letra griega theta en mayiuscula porque en el caso del aprendizaje bayesiano cada pardmetro
se trata como una variable aleatoria, es decir, una variable que tiene una distribucion de
probabilidad asociada.

La primera cuestién, por tanto, es determinar la forma de P(®) y la segunda obtener un
algoritmo que permita estimar los valores de ® de forma eficiente, es decir, con un consumo de
tiempo y de memoria razonables. Para poder abordar ambas cuestiones es necesario introducir
hipétesis adicionales y restricciones sobre la forma de P(@®). La mayor parte de los métodos
propuestos en la literatura se basan en la hipétesis de independencia de los pardmetros, que
se expresa asi:

p@O) =[] P®:) (3.29)
g

Hay autores que dividen esta hipdtesis en dos partes: la primera es la independencia global de
los pardmetros, es decir que dos pardmetros (las probabilidades condicionales) de dos familias
diferentes son independientes entre si,

P@)=]]P®:); (3.30)

la segunda es la independencia local de los parametros, es decir, que dentro de una familia
los pardmetros correspondientes a una configuracién de los padres® son independientes de los
correspondientes a las demés configuraciones:

P(0;) =[] P(6s)) (3.31)

Luego hay que indicar qué forma tiene la distribuciéon de probabilidad a priori para los
pardmetros de una configuracién, P(0;;). Lo més frecuente en la literatura es suponer que

5Si X; es una variable binaria s6lo se necesita un parametro por cada configuracién de los padres.
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se trata de una distribucién de Dirichlet. Dado el nivel de este curso, no vamos a entrar
en los detalles del proceso. Tan sélo vamos a comentar que cuando no hay conocimiento a
priori es razonable asignar una probabilidad uniforme (constante) a todos los valores de los
parametros. En este caso, es decir, cuando tenemos una distribucién de Dirichlet uniforme,
el estimador de 6;;; correspondiente al valor méximo de la probabilidad a posteriori es

R N . 1
Oijr = NJJiZX (3.32)
La diferencia de esta ecuacién con la (3.28) es que sumamos 1 en el numerador, lo cual obliga a
sumar ny, para que las probabilidades sumen la unidad (cf. ecuaciones (3.26) y (3.27)). Esta
modificacién se suele denominar correccion de Laplace. Observe que el resultado es el mismo
que si aplicairamos la estimacion de maxima verosimilitud pero anadiendo a la base de datos
un caso ficticio por cada configuracién de la familia de X;; es decir, para cada configuracién
de Pa(X;) se anaden ny, casos, uno por cada valor xf de X;.

Asi se resuelven los dos problemas que presentaba el aprendizaje de maxima verosimilitud.
El primero, es que aunque N;; = 0 el cociente estd definido, pues en ese caso éijk =1/ny,
para todo k. El segundo es que se evita el sobreajuste. Asi en el ejemplo 3.5, en vez de tener
P(=sle.) = 1y P(+sle.) = 0, tendriamos P(—sle.) = (1 +1)/(142) = 2/3 y P(+sle.) =
0+1)/(1+3)=1/3.

Existen otras variantes del método, similares a la correccién de Laplace, que en vez de
anadir un caso ficticio por cada configuraciéon de Pa(X;) y cada valor de X;, anaden Qijk
casos, donde ;i puede ser un nimero no entero:

5 _ Nijk + gk (3.33)
ik Nij + oy )
donde «;j, definido como a;; = ), vk, se denomina espacio muestral equivalente, porque
el resultado es el mismo que si hubiéramos realizado la estimacién de los parametros de 6;;
mediante el método de mdxima verosimilitud pero anadiendo «;; casos a la base de datos.
Estos valores de « representan la informacion a priori, es decir, la probabilidad a priori de los
parametros.

En principio, los valores de las a’s se podrian ajustar para reflejar las estimaciones subjeti-
vas aportadas por los expertos. Sin embargo, en la préctica nunca (o casi nunca) hay expertos
capaces de aportar informacion a priori, por lo que lo més habitual es aplicar la correccién de
Laplace (es decir, ajj, = 1 en todos los casos) o bien tomar un valor de correccién menor, por
ejemplo a;j = 0’5, que es como una “correccién de Laplace suavizada”. En la literatura sobre
el tema a veces se muestran los resultados experimentales obtenidos con diferentes valores de
esta correccion.

3.3.4. Aprendizaje estructural a partir de relaciones de independencia

Los primeros algoritmos de aprendizaje estructural de redes bayesianas que surgieron
estaban basados en un andlisis de las relaciones de dependencia e independencia presentes en
la distribucién de probabilidad P: el problema consiste en encontrar un grafo dirigido aciclico
(GDA) que sea un mapa de independencias (I-mapa) de P. En realidad, buscamos un I-mapa
minimal; es decir, si hay dos grafos que sélo se diferencian en que hay un enlace que aparece
en el primero pero no en el segundo y ambos son I-mapas de P preferiremos el segundo, por
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cuatro motivos: porque muestra mas relaciones de independencia que el primero, porque va a
necesitar menos espacio de almacenamiento (alguna de las tablas serd mds pequena), porque
va a ser mas preciso (al necesitar menos parametros podréd estimarlos con mayor fiabilidad,
reduciendo ademds el riesgo de sobreajuste) y porque conducird a una computacién més
eficiente. Una vez obtenido el grafo, ya se puede realizar el aprendizaje paramétrico para
hallar las probabilidades condicionales y completar asi la red bayesiana.

Obtencion de las relaciones de dependencia e independencia En la practica nunca
conocemos P (la distribucién de probabilidad del mundo real), sino un conjunto de casos
obtenidos del mundo real y recogidos en una base de datos. Por eso, el primer problema que
debe afrontar este método es cémo obtener las relaciones de dependencia e independencia de
P a partir de la base de datos. A primera vista podriamos pensar que cuando dos variables
estan correlacionadas en la base de datos es porque estan correlacionadas en P. Sin embargo,
también es posible que se trate de una correlacién espuria, es decir, accidental. Para ello
se suelen aplicar los tests de independencia de la estadistica clasica, es decir, se realiza un
contraste de hipdtesis para discernir estas dos posibilidades:

= Hipétesis experimental, Hg: Las variables estan correlacionadas.

= Hipétesis nula, Hy: Las variables son independientes, es decir, la correlacién que se
observa en la base de datos se debe al azar.

Luego se aplica un test x? para determinar la probabilidad de que siendo cierta la hipétesis
nula, Hy, se produzca por azar una correlacién tan grande como la observada entre las va-
riables (u otra mayor). Esta probabilidad se denomina p. Si p es inferior a cierto umbral
«, conocido como nivel de significancia, se rechaza la hipotesis nula, es decir, se concluye
que realmente las variables estdn correlacionadas. En el problema que nos ocupa, eso lleva
a incluir una relaciéon de dependencia como dato de entrada para el aprendizaje estructural.
En cambio, si p > «, se incluye una relacién de independencia.

La dificultad de esta busqueda de dependencias e independencias es que el ntimero de
relaciones posibles crece super-exponencialmente con el nimero de variables, pues hay que
examinar cada relacién del tipo Ip(X,Y|Z), con la dnica condicién de que los tres subcon-
juntos sean disjuntos y X e Y sean no vacios. Para cada relacion hay que realizar tantos
tests de independencia como configuraciones existen para X, Y y Z; al menos, hay que hacer
todos los tests necesarios hasta encontrar una combinacion de configuraciones en que el test
determine que hay correlacién entre X e Y dado Z, lo cual nos llevaria a incluir —/p(X, Y|Z)
en la lista de relaciones.

Por este motivo, el aprendizaje basado en relaciones sélo puede utilizarse para problemas
en que el nimero de variables es muy reducido.

Construccion del grafo Una vez obtenida la lista de relaciones, hay que construir el grafo.
El algoritmo mds conocido es el denominado PC, de Spirtes et al. [75, 76]. El algoritmo
consta de dos fases. En la primera, toma como punto de partida un grafo completo no
dirigido y va eliminando enlaces basandose en las relaciones de independencia. La segunda fase
consiste en asignar una orientacion a los enlaces del grafo no dirigido obtenido en la primera
fase. Los detalles de este algoritmo, asi como su justificacién tedrica, pueden encontrarse en
las referencias citadas y en el libro de Neapolitan [58, cap. 10], que estudia ademds otros
algoritmos de aprendizaje estructural similares.
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3.3.5. Aprendizaje estructural mediante bisqueda heuristica

Un método alternativo de aprendizaje estructural consiste en utilizar una métrica para
determinar cudl es el mejor modelo. La primera dificultad que encontramos es que el niimero
de modelos es infinito. Por ello descomponemos el problema en dos partes: buscar el mejor
grafo y buscar los mejores parametros para cada grafo posible. La segunda parte es el llamado
aprendizaje paramétrico, que como ya hemos visto, puede resolverse en un tiempo razonable
introduciendo algunas hipoétesis. Por tanto, el problema se reduce a examinar todos los grafos
posibles —su numero es finito— y realizar un aprendizaje paramétrico para cada uno de ellos.
Sin embargo, esta propuesta sélo es valida para problemas con muy pocas variables, porque
el nimero de grafos posibles crece de forma super-exponencial con el nimero de variables.
La solucién es aplicar el concepto de busqueda heuristica desarrollado en el campo de la
inteligencia artificial: dado que no es posible examinar todas las posibles soluciones, sino sélo
una parte muy pequeiia de ellas, vamos a realizar un proceso de busqueda que consiste en
generar unas pocas posibles soluciones, seleccionar la mejor (o las mejores), y a partir de
ella(s) generar otras nuevas, hasta encontrar una que satisfaga ciertos criterios. Este proceso
de bisqueda en calidad” necesita ser guiado por una métrica (en inglés, score) que indique la
calidad de cada posible solucion.

Por tanto, cada algoritmo de aprendizaje de este tipo se caracteriza por dos elementos: la
métrica y el algoritmo de busqueda. En este texto sélo vamos a dar una breve introduccién
al tema. Para profundizar en el tema, conviene estudiar el capitulo 11 del libro [7], donde se
dan muchos més detalles, asi como la bibliografia recomendada al final de este capitulo.

Métricas de calidad

Las métricas mas utilizadas para determinar cudl es la mejor red bayesiana dados ciertos
datos son de tres tipos principales:

Meétricas bayesianas FEn estas métricas la calidad de una red se identifica con su proba-
bilidad a posteriori, dada por la ecuacién (3.22). La probabilidad a priori de una red es el
resultado de la probabilidad de su grafo y de la probabilidad de los parametros dado el grafo:

P(red) = P(grafo) - P(pardametros | grafo) (3.34)

Las métricas bayesianas se diferencian unas de otras en la forma de asignar estas dos distri-
buciones de probabilidad, P(grafo) y P(pardmetros | grafo). Esta ultima es la probabilidad
a priori de los pardmetros dado el grafo. No vamos a hablar ahora de esta cuestién porque
ya la hemos discutido en la sec. 3.3.3 (aprendizaje paramétrico bayesiano).

En cuanto a P(grafo), hay varias posibilidades. Por ejemplo, la métrica K2 [13], que es
una de las mas conocidas, supone que todos los grafos tienen la misma probabilidad a priori.
Otra posibilidad seria dar mayor probabilidad a las redes que tienen menos enlaces y menos
padres en cada familia, con el fin de evitar el sobreajuste.®

Por tltimo, hay que especificar la probabilidad P(datos | red), para lo cual también es
necesario introducir hipétesis adicionales. En particular, es habitual suponer que la base de

"En el campo de la inteligencia artificial se distinguen tres tipos principales de busqueda: bisqueda en
profundidad (en inglés, depth-first search), biisqueda en anchura (breadth-first search) y busqueda en calidad
(best-first search).

8En el algoritmo K2, que utiliza la métrica K2, el sobreajuste se evita de otra forma: limitando el nimero
de padres que puede tener cada nodo.
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datos estd completa —es decir, no hay datos ausentes (cf. sec. 3.1.1)— y que los casos de la
base de datos son condicionalmente independientes dado el modelo.

En resumen, la métrica resultante, que, como hemos dicho, identifica la calidad de la red
con su probabilidad a posteriori, viene dada por

P(red | datos) oc P(red) - P(datos | red) (3.35)
= P(grafo) - P(parametros | grafo) - P(datos | grafo, pardmetros)  (3.36)

En las secciones 11.3 a 11.5 de [7] estdn explicadas la métrica K2 (en la sec. 11.4.3, con el
nombre de “medida de Cooper-Herskovits”) y otras medidas bayesianas.

Meétrica de longitud minima de descripcién Estas métricas se basan en la posibilidad
de representar el modelo y los datos en forma codificada. La codificacién del modelo ocupa
mas espacio cuanto mas complejo sea el modelo. La representacion de los datos sera més breve
cuanto mas cerca esté el modelo de los datos. El concepto de minima longitud de descripcién
(LMD; en inglés, minimum description length, MDL) se refiere a la descripciéon més breve
posible, es decir, utilizando la mejor codificacion.

Al identificar la calidad de un modelo con su LMD cambiada de signo se atienden dos
objetivos: por un lado, se asigna mayor calidad a los modelos més simples, lo cual es un
antidoto contra el sobreajuste; por otro, se valoran mas los modelos que mas se ajustan a los
datos. Buscar las redes bayesianas de mayor calidad es lo mismo que buscar las de menor
LMD.

Una descripcién més detallada de este método se encuentra en [7, sec. 11.6].

Medidas de informacién Otra forma de medir el ajuste entre la red y los datos consiste
en calcular la informacion mutua, cuyo valor numérico se determina a partir de la teoria de
la informacién. El problema de identificar la calidad de la red con la informacién mutua es
que los modelos mas complejos permiten alcanzar valores mas altos en esta métrica, lo cual
lleva al sobreajuste. Para evitarlo, se anade a la métrica un término adicional, denominado
penalizacion, que resta un valor més alto cuanto mayor es la complejidad del modelo; véase
[7, sec. 11.7].

Algoritmos de biusqueda

Como hemos dicho ya, en la practica es imposible examinar todos los grafos posibles y
realizar un aprendizaje paramétrico para cada uno de ellos. Por eso se utilizan técnicas de
busqueda heuristica.

El primer algoritmo de biisqueda propuesto en la literatura fue K2 [13]. El punto de
partida es un grafo vacio. En cada iteracion, el algoritmo considera todos los enlaces posibles,
es decir, todos aquellos que no forman un ciclo, y afiade aquél que conduce a la red bayesiana
de mayor calidad.? El algoritmo termina cuando no se pueden afiadir més enlaces (el nimero
de padres por nodo estd acotado, con el fin de evitar el sobreajuste) o cuando no es posible
aumentar la calidad de la red anadiendo un enlace.

9En el articulo original de Cooper and Herskovits [13], la métrica utilizada era K2. Por eso la métrica y el
algoritmo de bisqueda llevan el mismo nombre. Naturalmente, es posible utilizar el algoritmo de bisqueda K2
con cualquier otra métrica y, reciprocamente, utilizar la métrica K2 con cualquier otro algoritmo de btsqueda.
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El principal problema de este método es que se trata de un algoritmo voraz, por lo que
una vez anadido un enlace nunca lo borra. Eso hace que la probabilidad de quedar atrapado
en un maximo local sea muy alta.

Una forma de reducir (no de eliminar) este problema consiste en dar mayor flexibililidad
al algoritmo, permitiendo que en cada paso se realice una de estas operaciones:

1. Anadir un enlace (siempre que no cree un ciclo).
2. Borrar un enlace.

3. Invertir un enlace (siempre que no se cree un ciclo).

El precio que se paga para reducir la probabilidad de maximos locales es una mayor
complejidad computacional, pues el nimero de grafos que hay que examinar es mucho mayor.

Concluimos esta seccién sefialando que hay métodos hibridos de aprendizaje que combinan
la busqueda heuristica con la deteccién de relaciones de dependencia e independencia.

3.3.6. Otras cuestiones

Para terminar, vamos a mencionar cuatro cuestiones de gran importancia, pero que exce-
den el nivel de las asignaturas para las que se han redactado estos apuntes.

1. Datos incompletos. Los métodos que hemos descrito en este capitulo suponen que
la base de datos es completa, es decir, que no tiene valores ausentes (cf. sec. 3.1.1). Sin
embargo, en la practica la mayor parte de las bases de datos no cumplen esta condicién.
Algunos de los métodos mas utilizados para abordar este problema estédn descritos en
[7, sec. 11.10] y en [58, secs. 6.5, 7.1.5 y 8.3].

2. Aprendizaje de redes causales. Como vimos en la seccién 1.6.1, algunas redes
bayesianas admiten una interpretacién causal (es decir, cada enlace X — Y representa
un mecanismo causal por el que el valor de X influye sobre el valor de Y, mientras
que otras sélo admiten una interpretacién probabilista (es decir, como un conjunto de
relaciones de independencia condicional). Los métodos de aprendizaje expuestos en
este capitulo s6lo garantizan la interpretacion probabilista. Como introduccién a los
métodos de aprendizaje que permiten obtener modelos causales, recomendamos el libro
de Neapolitan [58, secs. 6.5, 7.1.5 y 8.3], en especial las secciones 1.5, 2.6 y 11.4.2 y
todo el capitulo 10. Un tratamiento més extenso se encuentra en los libros de Spirtes
et al. [76], Glymour y Cooper [29] y Pearl [65].

3. Variables ocultas. Habitualmente, la red bayesiana contiene las mismas variables que
la base de datos a partir de la cual ha sido construida. Sin embargo, en algunos casos
la distribucién de probabilidad asociada a la base de datos puede contener algunas rela-
ciones de dependencia e independencia que no pueden ser modelizadas adecuadamente
mediante un GDA. Eso puede hacernos sospechar la presencia de una variable oculta (en
inglés, hidden variable o latent variable) que induce tales relaciones. Algunos métodos
para construir redes bayesianas que incluyen variables ocultas pueden verse en [58, sec.
8.5].
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4. Clasificadores basados en redes bayesianas. Los métodos de aprendizaje descritos
en este capitulo tratan de construir una red bayesiana cuya probabilidad conjunta se
asemeje lo mas posible a la distribuciéon de probabilidad del mundo real. Por eso las
métricas de calidad descritas en las secciones anteriores miden, sobre todo, el ajuste
entre la red bayesiana y los datos. Sin embargo, en la mayor parte de las aplicacio-
nes practicas las redes bayesianas se utilizan como clasificadores; por ejemplo, para
determinar qué enfermedad padece una persona, para detectar qué averia tiene una
maquina, para predecir si un cliente va a devolver el préstamo solicitado, para distin-
guir el correo interesante del correo basura, etc. Ahora bien, la red que mejor clasifica
no es necesariamente la que mejor modeliza la probabilidad. Por ello, encontrar el me-
jor clasificador basado en una red bayesiana es un problema diferente del aprendizaje
en general. El lector interesado en el tema puede encontrar abundantes referencias en
Internet introduciendo el término “Bayesian network classifiers”.

Bibliografia recomendada

El mejor libro que conocemos sobre construccién de redes bayesianas con ayuda de expertos
humanos es el de Ley Borras [52]; aunque el autor se centra en los diagramas de influencia,
todo lo que dice puede aplicarse a las redes bayesianas, en particular, el capitulo dedicado a
la obtencién de las probabilidades. En cuanto a los modelos candnicos, puede encontrar una
descripcion detallada, con indicaciones sobre cémo aplicarlos en la practica, en [23].

En cuanto al aprendizaje automatico de redes bayesianas, recomendamos encarecidamente
el libro de Richard Neapolitan, Learning Bayesian Networks [58]. Es un libro muy completo
(el inico tema importante que no trata es el de los clasificadores bayesianos) y muy bien
escrito, al alcance de todo alumno de posgrado, pues —a diferencia de la mayor parte de los
articulos que se encuentran en la literatura— no da nada por supuesto. También es muy
recomendable el articulo de Heckerman [32]. Por otro lado, todos los libros generales sobre
redes bayesianas citados en la bibliografia del capitulo 1 (pagina 36) dedican uno o varios
capitulos a este tema.

Actividades

1. Realice los ejercicios propuestos en la seccién 3.2 de este capitulo.
2. Realice los ejercicios que aparecen al final del capitulo 11 del libro de Castillo et al. [7].

3. Utilizando el programa OpenMarkov, realice los ejercicios de aprendizaje interactivo
de redes bayesianas a partir de bases de datos que se indican en el tutorial, que esta
disponible en www.openmarkov.org/learning. Estos ejercicios le ayudaran a ver cémo
actian, paso a paso, los algoritmos de aprendizaje estudiados en las secciones 3.3.4
y 3.3.5.
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Capitulo 4

Analisis de decisiones

Resumen

En este capitulo vamos a estudiar principalmente dos modelos de analisis de decisiones:
los arboles de decisién (AD) y los diagramas de influencia (DI). Los DIs pueden entenderse
como una extensién de las redes bayesianas, pues éstas solo tienen nodos de azar, mientras
que aquéllos tienen también nodos de decisién y de utilidad.

Empezaremos por plantear los fundamentos de la teoria probabilista de la decisién
(sec. 4.1), para estudiar después los dos modelos mencionados (sec. 4.2). Como veremos,
la evaluacién de un AD o un DI consiste en determinar la utilidad esperada y la estrategia
de actuacién éptima, es decir, la mejor politica para cada una de las decisiones. Una for-
ma de evaluar un DI consiste en desarrollar un AD equivalente y evaluarlo (cf. sec. 4.3.1).
Ademads de este método, que es el primero que se propuso en la literatura, vamos a estudiar
dos algoritmos més eficientes: la eliminacién de variables (sec. 4.3.2) y la inversién de arcos
(sec. 4.3.3); ambos son muy similares a los métodos del mismo nombre para redes bayesianas
estudiados en el capitulo 2. En la seccion 4.4 estudiaremos la construccién de diagramas de
influencia para resolver problemas del mundo real y en la 4.5 el andlisis de sensibilidad.

Contexto

Este capitulo se basa en los tres anteriores, en particular en la teoria de la probabili-
dad, en la factorizacién de la probabilidad de acuerdo con un grafo dirigido aciclico (GDA),
en los algoritmos de inferencia para redes bayesianas y en la construccién manual de redes
bayesianas.

Los diagramas de influencia estan intimamente relacionados con los modelos de decision
de Markov (en inglés se denominan Markov decision processes), que son muy utilizados en
varios campos de la inteligencia artificial, principalmente en el aprendizaje con refuerzo y
en planificacion, especialmente en el campo de la robdtica. Por tanto, este capitulo enlaza
con otras asignaturas del Master en Inteligencia Artificial Avanzada, tales como Métodos de
aprendizaje en 1A, Robdtica perceptual y autdonoma y otras.
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Objetivos

El objetivo de este capitulo es que el alumno conozca los fundamentos de la teoria proba-
bilista de la decisiéon, los principales modelos de representacién del conocimiento para analisis
de decisiones y los algoritmos para evaluarlos. También debe ser capaz de construir modelos
para problemas reales utilizando algin programa de ordenador, como Elvira u OpenMarkov.
Por ultimo, debe conocer la existencia de otros modelos que no vamos a estudiar con detalle
en esta asignatura, como los modelos de decisién de Markov ya mencionados, que son muy
utilizados en distintos dominios; el objetivo es que, si algin dia los necesita en su practica
profesional, pueda acudir a las referencias bibliograficas que damos al final de este capitulo
y, con conocimientos adquiridos en esta asignatura, pueda aprender por si mismo a aplicarlos
segun sus necesidades.

Requisitos previos

Es necesario haber estudiado los tres capitulos anteriores.

Contenido

4.1. Fundamentos de la teoria de la decision

Estudiar la seccion 1 de [22], especialmente los conceptos de valor esperado y utilidad
esperada y la distincion entre ambos. Puede ser muy util ver el video docente 4.1, titulado
“Introduccion a la teoria de la decision”, que se encuentra en http://www. ia. uned. es/
~fjdiez/docencia/videos-prob-dec.

4.2. Diagramas de influencia y arboles de decisién

Estudiar la seccion 2 de [22] y ver los videos 4.2 y 4.3. Asi se entenderdn mejor las
definiciones que vamos a dar a continuacion.

4.2.1. Definicién de diagrama de influencia
Informacion cualitativa: el grafo del DI y su significado

Un DI contiene tres clases de nodos: nodos de azar V¢, nodos de decision Vp, y nodos
de utilidad Vy—véase la fig. 4.1. Los nodos de azar representan eventos que no pueden ser
controlados por el decisor. Los nodos de decisién corresponden a acciones que el decisor
puede controlar. Los nodos de utilidad representan las preferencias del decisor. Los nodos de
utilidad no pueden ser padres de nodos de azar o de decisién.

Hay dos clases de nodos de utilidad: nodos de utilidad ordinarios, cuyos padres son nodos
de decisién y/o de utilidad (tales como U; y Us en la fig. 4.1), y nodos super-valor, cuyos
padres son nodos de utilidad (por ejemplo, el nodo Uy de la fig. 4.1). Suponemos que en cada
DI hay un nodo de utilidad que es el tnico nodo de utilidad o un descendiente de todos los
demas nodos de utilidad y, por tanto, no tiene hijos; a este nodo lo llamamos Uy.
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Figura 4.1: DI con dos nodos de decisién (rectangulos), dos nodos de azar (6valos) y tres nodos
de utilidad (hexdgonos). Observe que hay un camino dirigido, T'— Y — D — U; — Uy, que
incluye todas las decisiones y el nodo de utilidad global, Uy.

Hay tres clases de enlaces en un DI, dependiento del tipo de nodo al que apuntan. Los
enlaces que apuntan a nodos de azar indican dependencia probabilista, como en el caso de
las redes bayesianas. Los enlaces que apuntan a nodos de decisién indican disponibilidad de
informacién; por ejemplo, el enlace Y — D significa que el estado de Y es conocido al tomar
la decisién D. Los enlaces que apuntan a nodos de utilidad indican dependencia funcional:
para nodos de utilidad ordinarios, representan el dominio de la funcién de utilidad asociada;
para un nodo super-valor, indican que la utilidad asociada es funcién (generalmente la suma
o el producto) de las funciones de utilidad de sus padres.

Debe haber, ademas, un camino dirigido que incluye todos los nodos de decisién e indica el
orden en que se toman las decisiones. Esto induce una particién del conjunto de variables de
azar, Vo, tal que en un DI que tenga n decisiones { Dy, ..., D,_1}, la particién contiene n+ 1
subconjuntos {Cy, Cy, ..., C,, }, donde C; es el conjunto de variables del tipo C tales que existe
un enlace C' — D; pero no existe ningtin enlace C' — D; con j < 4; es decir, C; representa el
conjunto de variables de azar conocidas para D; y desconocidas para las decisiones previas.
C,, es el conjunto de variales de las cuales no parte ningtin enlace a ningtin nodo de decisién, es
decir, las variables cuyo valor nunca se conoce directamente. En el ejemplo anterior (fig. 4.1),
Dy=T,D1=D,Cy=9, Clz{Y},yCQZ{X}

Las variables cuyo valor es conocido por el decisor al tomar la decisién D; se denominan
predecesores informativos de D; y se denotan por PredInf(D;). Introducimos la hipdtesis
de no-olvido (en inglés, no-forgetting hypothesis), que dice que el decisor recuerda todas las
observaciones previas y todas las decisiones que ha tomado. Al introducir esta hipdtesis,
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tenemos que

PredInf(D;) = PredInf(D;—1) U{D;—1} UC; (4.1)
:COU{DO}Uclu...U{Di,l}UCZ- . (42)

Supongamos que existe un nodo de azar X, dos decisiones Dy y Do, un enlace X — Dy
y un camino dirigido desde D; hasta Ds. En este caso X es un predecesor informativo de
Dy y, por la hipétesis de no-olvido, también lo es de Do, tanto si el grafo contiene el enlace
X — D5y como si no. A este enlace se le denomina arco de recuerdo (en inglés, non-forgetting
link) porque sirve para indicar explicitamente que el decisor recuerda el valor de X cuando
va a tomar la decisién Ds.

Existe otro tipo de arco de recuerdo. Supongamos que un DI contiene dos decisiones, D1
vy Do, un enlace D1 — Dy y ademads otro camino dirigido desde D7 hasta Dy. En este caso,
aunque ese enlace no estuviera en la red, D; seguiria siendo una decisién anterior a Dy y, por
la hipétesis de no-olvido, un predecesor informativo de Ds. El enlace D; — Dy se denomina
de recuerdo porque indica que al tomar la segunda decision el decisor recuerda qué opcién
escogid para la primera.

En ambos casos los arcos de recuerdo son redundantes, es decir, da lo mismo que estén o
no, porque no modifican la seméantica del DI.

Informacion cuantitativa: probabilidades y utilidades

La informacién cuantitativa que define un DI se da al asignar a cada nodo de azar C una
distribucién de probabilidad P(c|pa(C)) para cada configuracién de sus padres (como en las
redes bayesianas), asignando a cada nodo de utilidad ordinario U una funcién ¢y (pa(U)) que
asocia a cada configuracién de sus padres un ntumero real, y asignando a cada nodo super-
valor una funcién de combinacién de utilidades (generalmente la suma o la multiplicacién).
El dominio de cada funcién U viene dado por sus predecesores funcionales, PredFunc(U).
Para un nodo de utilidad ordinario, PredFunc(U) = Pa(U), y para un nodo super-valor
PredFunc(U) = Uprepaqn PredFunc(U’). En el ejemplo anterior, PredFunc(Ur) = {X, D},
PredFunc(Uz) = {T'}, y PredFunc(Uy) = {X,D,T}. Para simplificar la notacién supondre-
mos que PredFunc(Uy) = Vo U Vp, lo cual incluye la posibilidad de que Uy en realidad
dependa sélo de un subconjunto de Vo U V.

Para cada configuracion vp de las variables de decision V p tenemos una distribucion de
probabilidad sobre las variables de azar V:

P(ve:vp)= [[ P(clpa(C)) (4.3)
CeVe

que representa la probabilidad de que la configuracién v ocurra en el mundo real si el decisor
escogiera siempre (ciegamente) los valores indicados por vp.

Ejemplo 4.1 Para el DI de la figura 4.1, tenemos que!

P(z,y:t,d) = P(z)- P(ylz : t)

W

'En este capitulo utilizarmos el simbolo para indicar que las decisiones actian como variables condi-
cionantes pero sin formar parte de una distribucién de probabilidad conjunta. En este ejemplo, como no hay
una probabilidad conjunta P(z,y,t,d) de la cual pueda derivarse P(z,y|t,d) segin la ecuacién (1.6), hemos
escrito en su lugar P(z,y : t,d). Por el mismo motivo hemos escrito P(y|z : t) en vez de P(y|z,t).
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En este caso las probabilidades de las variables de azar no dependen de la decisién D porque
X e Y ocurren antes que D en el tiempo.

4.2.2. Politicas y utilidades esperadas

Una politica estocdstica para una decision D es una distribucién de probabilidad definida
sobre D y condicionada por el conjunto de sus predecesores informativos, Pp(d|PredInf(D)).
Si Pp es degenerada, es decir, si consta solamente de ceros y unos, decimos que es una politica
determinista. Una politica determinista puede entenderse como una funciéon wp que asigna a
cada configuracién de PredInf(D) un valor de D: wp(predInf (D)) = d.

Una estrategia A para un DI consta de un conjunto de politicas, una para cada decision,
{Pp|D € Vp}. Una estrategia A induce una distribucién conjunta sobre Vo U Vp definida
por

Pa(ve,vp) = P(vo:vp) [ PoldlPredinf(D))
DEVp

= [I Ptelpac)) [[ Poldlpa(D)) (4.4)

CevVe DeVp

La utilidad esperada de una estrategia A se define asi

UE(A) =) ) Pa(ve,vp)$(ve, vp) (4.5)

vc VD

donde 1 es la utilidad asociada al nodo Uy, es decir, la utilidad global. La estrategia optima
es aquella que maximiza la utilidad esperada:

Aopt = argmaxUE(A) (4.6)
AeA*

La utilidad esperada de un DI, a veces llamada mdzima utilidad esperada, es la que se obtiene
al aplicar la estrategia 6ptima:

UE = UE(Aop) = max UE(A) (4.7)

4.3. Evaluacion de diagramas de influencia

La evaluacion de un DI consiste en encontrar la UE y la estrategia éptima. Una forma
de hacerlo seria mediante la aplicacién directa de la ecuacién (4.7), lo cual exigiria evaluar
todas las estrategias posibles. En la practica este método es inviable, porque el nimero de
estrategias es enorme.

Afortunadamente, se puede demostrar que

UE = ;H}i?;x. . Z g}ﬁ)fZP(Vc :vp)Y(ve,vp) (4.8)

Cn—1 Cn

No incluimos la demostracién en este texto porque es bastante complicada, mas por la notacién
que por los conceptos que intervienen.
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Ejemplo 4.2 La UE del DI de la figura 4.1 es

UE = m?XngxZ P(z) - P(ylz : t) - (Ui(z,d) + Ua(t)) (4.9)
Y v Uo(z,d,t)

Ejercicio 4.3 Indicar qué forma toma la ecuacién (4.8) para cada uno de los ejemplos que
aparecen en [22].

Vamos a estudiar a continuacion tres métodos de evaluacion de diagramas de influencia.
En cierto modo podemos decir que son tres formas distintas de aplicar la ecuacién (4.8). El
primero consiste en construir un arbol de decisién equivalente y evaluarlo. Los otros dos son
una adaptacién de los métodos de eliminacién de variables y de inversién de arcos estudiados
para redes bayesianas.

Observe que en la ecuacion (4.8) cada sumatorio se aplica a un conjunto de variables, C;.
Este sumatorio puede descomponerse en tantos sumatorios como variables haya en el conjunto
C;. De este modo tenemos un operador de maximizacion por cada variable de decision y
un operador de marginalizacién (sumatorio) por cada variable de azar. Los operadores del
mismo tipo conmutan entre si, pero no con los del otro tipo. Es decir, si tenemos que aplicar
consecutivamente dos sumatorios, podemos cambiar el orden entre ellos sin que afecte al
resultado; sin embargo, no podemos intercambiar el orden de un operador de maximizacién
y uno de marginalizacién, porque eso afectaria al resultado: compare el ejemplo 1 de [22], en
que se calcula maxg ), U(x,d), con el ejemplo 2, en que se calcula ) maxqU(z,d), y vea
que las utilidades esperadas son diferentes.

Esta observacién es importante, porque en cada uno de los métodos que vamos a exponer a
continuacién, dentro de cada subconjunto C; podemos ordenar las variables como queramos,
pero siempre hay que respetar el orden Cgy, Dy, Cq1,D1,...,Cp_1,D,_1,C,. Ahora bien,
aunque el orden de las variables dentro de cada C; no va a afectar a la utilidad esperada ni a
la politica 6ptima resultantes, si puede afectar al coste computacional, en términos de tiempo
y memoria requeridos. Para cada uno de los métodos, buscar el orden éptimo de las variables
es un problema NP. Para cada método existen reglas heuristicas y otras técnicas que ayudan
a encontrar un orden casi éptimo, pero no las vamos a estudiar en este libro.

4.3.1. Expansién y evaluacién de un arbol de decisién
Expansion del arbol de decision

La computacién de la ecuacién (4.8) puede realizarse mediante la expansion y evaluacién
de un arbol de decision. Suponemos que las variables que componen cada conjunto C; son
{C},...,C"}, donde m; = card(C;). Tomamos la variable C§ como nodo rafz y dibujamos
tantas ramas como valores tiene esa variable;? colocamos un nodo de Cg en cada una de las
ramas anteriores, y asi sucesivamente hasta agotar las variables de Cy. En cada una de las
ramas de CJ" (la dltima variable Cp) ponemos un nodo de Dy y de cada nodo sacamos una
rama por cada valor de esta variable. Continuamos expandiendo el arbol, segin el orden dado
por

{Gs,...,c°,C, . 0t e Oy (4.10)

n

Ahora vamos a calcular la probabilidad de cada rama que parte de un nodo de azar.
Denotamos por C}, la variable que ocupa el k-ésimo lugar en la ordenacion anterior y definimos

28i el conjunto Cy estuviera vacio, tomarfamos Dy como nodo raiz.
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C}. como el subconjunto de las k — 1 variables anteriores a Cj, es decir, las variables de azar
que aparecen a la izquierda de C), en el arbol. Definimos también, de forma recursiva, las
siguientes distribuciones de probabilidad:

Ck VD ZP ck,ck VD) (4.11)

Se trata de una definicién recursiva porque k toma valores desde m hasta 1. Para k = m,
tenemos que {Cp,} UC,, = Vo v P(c, &, : vp) = P(ve : vp). La probabilidad conjunta
P(& : vp), definida sobre k—1 variables, se calcula a partir de P(c, € : vp), que esta definida
sobre k variables. A partir de estas probabilidades conjuntas definimos estas probabilidades
condicionales:

P(Ck,ék : VD)

P Ck ék VD) = - 4.12
(exfex s vo) = e (412)
En consecuencia, la probabilidad P(v¢ : vp) puede factorizarse de este modo:
m
VC’ VD H Ck|Ck VD (4.13)

Observe que esta ecuacién es simplemente la regla de la cadena, aplicada para cada configu-
racion vp.
Recordando céomo hemos definido las Cy, esta ecuacién también puede escribirse asi:

n m;

VC’ VD HHP CZ Y (4.14)

i=1j5=1

Ejemplo 4.4 En el ejemplo 4.1 hemos visto que, para el DI de la figura 4.1, P(z,y : t,d) =
P(z)- P(y|z : t). A partir de P(z,y : t,d) podemos obtener la probabilidad conjunta

P(y:t,d) = ZP:cy t,d)

y la probabilidad condicional

P(x,y :t,d)
P itd) = ———————=
(aly s t.d) = Tt
Proposicién 4.5 La probabilidad P(cl7 \éf : vp) no depende de las decisiones que quedan a

la derecha del nodo CY en el drbol, es decir, es independiente de los valores que toman las
variables {D;, ..., Dyp_1}:

P(c]|&] : vp) = P(c|&] : do, ..., d; 1) (4.15)

Ejemplo 4.6 En el ejemplo anterior, la proposicién anterior implica que P(y : t,d) = P(y :
t). Es facil comprobarlo, pues P(x,y : t,d) = P(z) - P(y|x : t) no depende de d, y por tanto
P(y : t,d), que se calcula a partir de P(x,y : t,d), tampoco.
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Demostracion. [Esta demostraciéon no es necesaria para entender el resto de la exposicién.
El lector que lo desee puede omitirla.] Transformamos el DI en una red bayesiana (RB)
eliminando los nodos de utilidad, eliminando los arcos de informacién (es decir, los enlaces
cuyo destino es un nodo de decisién) y sustituyendo cada nodo de decisién D por un nodo
de azar, que representa la misma variable que en el diagrama de influencia. A este nodo, que
no tiene padres, le asignamos arbitrariamente una distribucién de probabilidad, P(d). Las
variables de la RB son Vo U Vp y su probabilidad conjunta es

Prp(ve,vp) H P(c|pa(C H P(d
CeVe DGVD

Como ningiin nodo de Vp es descendiente de ningin nodo de V¢, tenemos que

Pre(vp)= [] P
DeVp

PRB VC‘VD H P c]pa
CeVg

y, de acuerdo con la ecuacién (4.3),
P(ve :vp) = Pre(vel|vp)
En particular,

P(|& :vp) = Pre(cl|&,vp) = Pre(c &), do, . .., dn_1)

Por otro lado, el valor de Cij se conoce antes de tomar la decision D;, lo cual implica
que existe un camino dirigido desde Cij hasta el nodo DZ- y hasta cada nodo Dj con j > i.
Por tanto, Cj no puede ser descendiente de {D;,...,Dy_1} en el DI, y como el grafo de la
RB se formé quitando algunos enlaces del DI, tampoco puede serlo en la RB. Por el mismo
razonamiento, como todos los nodos de CJ pertenecen a PredInf(D;), C] no puede contener
ningtin nodo que sea descendiente de {D;, ..., D,} en la RB. Ademas, en la RB ningtin nodo
D; tiene padres. Por tanto, por la propiedad de Markov tenemos que

PRB(CJ C do, PN ,dnfl) = PRB(CJ C do, ey difl) . PRB(dia ey dnfl)

RE R

Prp(¢! doy .y dp) = Prp(€! ' do, ... di1) - Pra(di,. .. dn1)

de donde se deduce que

Prp(c], & do, ... dn_
Pre(d & do, ... dp 1) = s Q’fl’ 0+ n-1)
PRB(C‘ dO?" 7dn—1)
PRB(C:Zaclde)' '7di—l)'PRB(di)-"adn—1)

Prp(€l,do,...,di—1) - Prp(di, ..., dn—1)
:P(C’Z’Cz :d07-~-7di—1)

que no depende de {D;, ..., Dy}, con lo cual concluye la demostracién. O
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Como consecuencia de esta proposicién, la probabilidad P(ve : vp) queda asi:

P(V02VD) :HHP(CZ‘(I? :do,...,di_l) (4.16)

En resumen, hemos construido un drbol de decisién en que la probabilidad de cada rama
que parte de un nodo C7 puede calcularse a partir de las probabilidades que definen el DI, y
esta probabilidad sélo depende de los valores que toman las variables que se encuentran a la
izquierda de ese nodo en el arbol.

Evaluacién del arbol de decision

Uniendo las ecuaciones (4.8) y (4.16), tenemos que

:eril%x... ZmaXZHﬁP CZ éi. 05 di—1)Y(ve,vp) (4.17)
co Cn—1 cn 1=1j5=1

Vamos a ver que el método de evaluacién de arboles de decisién expuesto en [22] es simple-
mente una forma eficiente de aplicar esta ecuacion.

En primer lugar, el potencial P(C] |c dp,...,d;—1) se puede sacar como factor comin de
todos los sumatorios sobre c; con j > ¢ y todos los operadores de maximizacién sobre d; con
j > 1, de modo que

UE = ZHP 6max ZglaXZHP(c{L\é%:do,...,dn_l)w(vc,vD) (4.18)

cop j=1 Cn—1 cp j=1

En segundo lugar, cada sumatorio sobre C; puede descomponerse en m; sumatorios, uno por
cada variable CY, y cada potencial P(c!|&! : dy,...,d;—1) puede sacarse como factor comin a

los sumatorios sobre C’gl en que 7' > j. Por tanto,

UE = ZPCO ZP o |gino ) max
ZP ci|é] : do ZP |7 do)rrbax

Z P(ct &l | i do, ... dy o) Z Peym et o do, . . ., dp—2) max
CTll . C n 1 n—1

> P(chley i do, ... dn1)-+ > P& do, ..., dn1)tb(ve, Vi) (4.19)
1

Cp'm

Es decir, la utilidad asociada a cada nodo de la variable C]'* se calcula como la media de
las utilidades de sus ramas, ponderadas segun la probabilidad de cada rama, P(cp|¢n

do,...,dn1). Al evaluar el nodo C™»~! las utilidades que acabamos de obtener se van
a ponderar por las probabilidades P(¢™»~1|&mn~1 : dy, ... ,d, 1), y asi sucesivamente para
todas las variables de C,,. Luego nos encontramos con la decisién que estd mas a la dere-
cha, D,_1; su utilidad se calcula maximizando las utilidades de sus ramas. Asi continia la
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evaluacion del arbol, de izquierda a derecha, segin las operaciones indicadas por la ecuacién
anterior.

De esta forma queda justificado formalmente el método de evaluacién de arboles de deci-
sion.

4.3.2. Eliminacién de variables

El método de eliminacién de variables es el més sencillo de entender. Vamos a explicar
dos versiones: sin divisién de potenciales y con divisiéon. En ambos casos partimos de una
lista de potenciales, de los cuales m son de probabilidad (uno por cada nodo de azar) y uno de
utilidad. Hay dos formas de eliminar una variable: por marginalizacién (es decir, aplicando
un sumatorio) o por maximizacién. En ambos casos, se sacan de la lista todos los potenciales
que dependen de dicha variable.

Eliminacién sin divisiéon de potenciales

A partir de aqui las dos versiones difieren. La primera de ellas, que no distingue entre los
potenciales de probabilidad y de utilidad, multiplica todos los potenciales extraidos, aplica
la marginalizacién o la maximizacion, segiun corresponda, y mete en la lista el potencial
resultante. Asi continia hasta eliminar todas las variables, con lo cual obtiene un nimero
real, que es la utilidad esperada.

Ejemplo 4.7 Hemos visto en el ejemplo 4.2 que la utilidad asociada al DI de la figura 4.1 es

UE = mameaXZP P(ylz : t) - Up(z,d,t)

Vamos a eliminar primero la variable X. Sacamos de la lista los potenciales que dependen
de X, que en este caso son todos. Al multiplicarlos y marginalizar sobre X, obtenemos un
nuevo potencial,

Y(y,t,d) ZP P(yla : t) - Up(w,d,t)
que metemos en la lista. Nuestro problema se ha transformado en el siguiente:

UE = mtaxzy: max P(y,t,d)

Eliminamos ahora la variable D. Sacamos de la lista todos los potenciales que dependen de
D, que en este caso es uno solo, y maximizamos sobre D, con lo cual obtenemos un nuevo
potencial,

¥(y,t) = maxd(y,t. d)
que volvemos a meter en la lista. Al maximizar hemos obtenido la politica éptima para D:

%y, t) = argérlaX¢(y,t7d)

Ahora el problema es

UE =max) 4(y,1)
Yy
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Para eliminar Y sacamos de la lista el potencial ¥ (y, t) y marginalizamos sobre Y, con lo cual
obtenemos el potencial

b(t) =S vy, 1)

El problema se reduce a

UE = max P(t)

Por 1ltimo, eliminamos 7' por maximizacién, con lo cual obtenemos la utilidad esperada y la
politica 6ptima para T
ﬂ;pt() = arg max)(t)
t

Eliminacién con divisién de potenciales

La eliminacién de variables con division de potenciales, en cambio, distingue entre los
potenciales de probabilidad y el de utilidad. En cada paso del algoritmo, los potenciales de
probabilidad representan la distribucién P(c : d), donde C y D son los conjuntos de varia-
bles de azar y de decision, respectivamente, que ain no han sido eliminadas. La utilidad
viene dada por U(c,d). Cuando vamos a eliminar la variable de azar C, el algoritmo facto-
riza esta probabilidad en dos elementos: P(c|é¢ : d) y P(€:d), donde C = C\{C}. Estas
probabilidades se pueden calcular asi:

P(&:d)=) P(ce&:d) (4.20)
P(cfé : ) = Jm (4.21)

Esto nos permite calcular una nueva utilidad,

U(&,d)=> P(ce:d)Ulc,&d) (4.22)

Es facil comprobar que se cumple la siguiente igualdad:

Y P(e,e:d)U(c,&,d) = P&:d)Y_ P(ce:d) Ulc,&d) (4.23)
b(&d) (@)

El miembro de la izquierda corresponde a la eliminacién de variables sin divisiones, que multi-
plica los potenciales de probabilidad y de utilidad directamente, y asi obtiene un potencial
que no distingue entre probabilidad y utilidad. En cambio, el miembro de la derecha corres-
ponde a la versién con divisiones, que primero obtiene la probabilidad condicional P(c|¢ : d),
para poder calcular la utilidad U(€,d), que se va a conservar aparte de la probabilidad
P(g:d).

La pregunta que se hard el lector es: “Si el resultado es el mismo (es decir, ambas versiones
van a dar la misma utilidad esperada y las mismas politicas), {para qué realizar una divisién
de potenciales que es innecesaria y tiene un coste computacional no despreciable?” La razén
es que a la hora de explicar los resultados al usuario, conviene conservar la distincion entre
la probabilidad y la utilidad, pues esto nos permitird mostrar al usuario cual es la utilidad
esperada para cada una de las opciones de cierta decision.
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La conclusién es inmediata: si sélo queremos calcular la utilidad esperada y/o la estrategia
Optima, es mejor aplicar la versién sin divisiones, porque es més eficiente. En cambio, si
queremos conocer la utilidad asociada a cada escenario y cada posible eleccién del decisor,
debemos aplicar la versién con divisiones, aunque su coste computacional sea mayor.

En realidad, ninguna de las dos versiones trabaja explicitamente con P(c,€ : d), sino
con una factorizaciéon de la misma y, como hemos visto varias veces en este libro, al realizar
los céalculos conviene conservar la factorizaciéon tanto como sea posible. Por eso, al aplicar
la ecuacién (4.20) lo que se hace es sacar de la lista s6lo los potenciales de probabilidad
que dependen de C. Primero los multiplicamos, con lo cual obtenemos un nuevo potencial,
P1(e, & d). Sea 12(€ : d) el producto de los potenciales de probabilidad que no dependen de
C'; naturalmente, en vez de calcular ¥y explicitamente, conservamos sus factores en la lista.
Tenemos por tanto que

P(&:d)=1p(€:d)) ¢i(c,e:d) =(&:d) ¢ (€:d) (4.24)

_ Pi(c,€:d)ha(C: d) _ Pi(c,€:d)
P1(€:d)a(C:d) Pi(€:d)

El algoritmo para eliminar una variable de azar C queda asi:

P(cle : d)

(4.25)

1. Sacamos de la lista de potenciales de probabilidad todos los que dependen de C' y los
multiplicamos, para obtener 11 (c, € : d).

2. Calculamos 91 (€ : d) y lo anadimos a la lista.

3. Calculamos P(c|¢ : d) y lo utilizamos para calcular U(€,d), segun la ecuacién (4.22).
Esta va a ser la nueva utilidad.

La eliminacién de una variable de decisién D es mas sencilla. En principio, es posible
que D aparezca en los potenciales de probabilidad, pero en ese caso se trata de una varia-
ble redundante, es decir, la probabilidad no depende de la variable de decisién que vamos
a eliminar. Por ejemplo, al eliminar la variable Dy podriamos encontrar que los potencia-
les de probabilidad que —al menos aparentemente— dependen de ella son ¥ (x,y,d;,d2) y
Ya(y, 2z,dz); se puede demostrar que su producto no depende de Ds, es decir, para todo par
de valores di y dJ se cumple que ¥ (z,y, d1,ds) - ¥a(y, z,db) = 1 (x,y,d1,dy) - oy, z,d3).
Por tanto, podemos sustituir 1 y 12 por un nuevo potencial de probabilidad, 13, definido
asi:

Vs3(z,y, 2,d1) = ¢1(z,y, di,d3) - ¥a(y, 2, d3)
donde dé es un valor de cualquiera de Dy, que podemos escoger arbitrariamente porque la
eleccién no afecta a 3.
El algoritmo para eliminar una variable de decision D queda asi:

= Sacamos de la lista de potenciales de probabilidad todos los que dependen de D, los mul-
tiplicamos y los proyectamos sobre un valor cualquiera de D, arbitrariamente escogido.
El potencial resultante lo metemos en la lista de potenciales de probabilidad.

= La nueva utilidad serd U’ = maxq U.

De este modo, la variable D queda eliminada tanto de los potenciales de probabilidad
como del potencial de utilidad.
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Ejemplo 4.8 Vamos a resolver de nuevo el mismo problema que en el ejemplo anterior, pero
ahora con divisién de potenciales. Recordamos que la utilidad esperada era

UE = m?xzy:mczlxxzm:P(ar) - P(ylz : t) - Up(z, d,t)

A diferencia de la versién anterior, para eliminar la variable X sélo sacamos de la lista los
potenciales de probabilidad que depende de X; al multiplicarlos obtenemos ¥ (x,y : t) =
P(z) - P(y|z : t); por marginalizacién —es decir, sumando sobre X— obtenemos ©;(y : t),
que en este caso es igual a P(y : t); por divisién obtenemos P(z|y : t). Por tanto, nuestro
problema se ha transformado en

UE = mtaxzy: max P(y : t) Zx: P(zly : t) - Up(z, d, t)

= mtaxzy:mgxp(y :t)-Uly,d,t)

Cada valor de Uy, d, t) indica la utilidad esperada cuando el decisor toma las decisiones T' =t
y D = d y la variable Y toma el valor y.3
Para eliminar D hay que maximizar el potencial de utilidad:

UE :mtaxzy:P(y i) m(?XU(y,d,t)
=max ) Py :t)-Uy,1)
y

con lo cual obtenemos de paso la politica 6ptima para D.

Para eliminar Y, tomamos todos los potenciales que dependen de Y, que en este caso es
uno solo, y por tanto no hace falta multiplicar potenciales de probabilidad, ni marginalizar, ni
dividir, sino que directamente multiplicamos ese potencial por el de utilidad, y luego sumamos
sobre los valores de Y, con lo cual obtenemos U (t).

Por ltimo eliminamos 1" por maximizacion, con lo cual obtenemos la utilidad esperada:

UE = m?XU(t)

Como se ve, la eliminacién de variables con division de potenciales es muy semejante a
la version sin divisiones. La ventaja es que siempre tenemos la distincion entre utilidad y
probabilidad, y el precio que se paga es el coste computacional de hacer las divisiones.

4.3.3. Inversion de arcos

El tercer método que vamos a estudiar para la evaluacién de DIs es la inversién de arcos,
que es similar al método del mismo nombre para redes bayesianas. En realidad, este método
fue propuesto en el contexto de los DIs [60, 72] y nosotros lo hemos adaptado a las redes
bayesianas, porque creemos que asi es mas facil de entender. De hecho, un enlace X — Y
s6lo puede invertirse si X e Y son nodos de azar (aunque sus padres, en caso de que los

30bserve que en el ejemplo anterior, en que no hacfamos divisiones, obteniamos un potencial Y(y,d,t) que
no era una utilidad, sino el producto de la probabilidad P(y,d,t) y la utilidad U(y, d,t), dos potenciales que
en esta nueva versién se mantienen por separado.
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tengan, pueden ser tanto nodos de decisién como de azar); nunca se invierte un enlace en que
uno de los nodos sea de decisién o de utilidad.

En primer lugar debemos observar que en la ecuacién (4.8), que procede de la (4.5),
1) representa la utilidad asociada al nodo Uy, es decir, la utilidad global. Si el DI tiene un
solo nodo de utilidad, 1 es la tabla de utilidad para ese nodo. En cambio, si el DI tiene nodos
super-valor, tenemos que calcular v a partir de las tablas de utilidad de los nodos de utilidad
ordinarios y de las funciones de combinacion asociadas a los nodos super-valor. Esto es lo
mismo que transformar el DI en uno equivalente que sélo tiene un nodo de utilidad, cuyos
padres vienen dados por la unién de los conjuntos de padres de todos los nodos de utilidad
ordinarios.

Ejemplo 4.9 Para el DI de la figura 4.1 esta transformacién consistiria en eliminar los nodos
de utilidad ordinarios, U; y Us, v hacer que X, D y T sean padres de Uy. La tabla de utilidad
para Uy en el nuevo DI es Uy(z,d,t) = Ui(z,d) + Ua(t). O

La evaluacién de un DI consiste en aplicar la siguiente ecuacién,

UE = max. .. max P(c|pa(C a(U 4.26
> .. 3% 3 T Pllpa()otpait) (1.26)
que procede de unir las ecuaciones (4.3) y (4.8). Primero eliminamos una a una las variables
de C,, luego D,,_1, y asi sucesivamente, hasta eliminar todas las de Cy. Por tanto, este
método es muy similar al de eliminacién de variables en DIs. La diferencia es que el de
eliminacién de variables trabaja sobre los potenciales, prescindiendo del grafo, mientras que
el de inversién de arcos trabaja sobre el DI. Cada vez que elimina un nodo obtiene un nuevo
DI, hasta llegar a un DI que no tiene nodos de azar ni de decisién: sélo tiene un nodo, que serd
de utilidad. Como este nodo no tiene padres, su tabla de utilidad sélo tendra un valor, que
serd la utilidad esperada. Naturalmente, cada vez que elimina un nodo de decisién obtiene la
politica 6ptima para esa decision.
Vamos a explicar primero cémo se elimina un nodo de azar y cémo se elimina un nodo de
decisién, y luego indicaremos cémo seleccionar en cada iteracién del algoritmo el nodo que
debe ser eliminado.

Eliminacion de un nodo de azar

Cuando vamos a eliminar un nodo de azar C', podemos encontrar tres situaciones:

1. C no tiene hijos; en este caso se dice que C' es un sumidero (cf. def. 2.42).
2. C tiene un tunico hijo, que es U.

3. C tiene al menos uno o varios hijos de azar y posiblemente también tiene como hijo a U.
(C no puede tener como hijo un nodo de decisién porque entonces C' serfa un predecesor
informativo de D y por tanto no se podria eliminar C' antes que D.)

En la primera situacién, la variable C' aparece solamente en el potencial P(c|pa(C)). No
aparece ni en Y ni en otras probabilidades condicionales. Por tanto, podemos sacar factor
comun a los demds potenciales, de modo que nos queda ). P(c[pa(C)), que siempre vale 1.
Es decir, podemos eliminar ).y P(c|pa(C)) del miembro derecho de la ecuacién (4.26) sin
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alterar la utilidad esperada. En el DI esta operacién es equivalente a eliminar el nodo C' (y
su tabla de probabilidad) directamente.

En la segunda situacion, el tnico potencial de probabilidad que depende de C' es la tabla
de probabilidad de C, y por tanto el célculo que debemos hacer es ). P(c|pa(C))y(c, €),
donde C representa los demds padres del nodo de utilidad: C = Pa(U)\{C}. El resultado es
un nuevo potencial de utilidad,

U(&,pa(C)) =Y P(clpa(C))¥(c,€) (4.27)

En el DI esta operacion equivale a eliminar el nodo C' y trazar enlaces desde los nodos que
eran padres de C hasta U, porque la nueva tabla de utilidad de U va a ser U (¢, pa(C)).

En la tercera situacién, C' aparece en varios potenciales de probabilidad.* Lo que se hace
en este caso es invertir todos los enlaces necesarios hasta que C' no tenga hijos (primera
situacién) o tenga a U como tnico hijo (segunda situacién), lo cual siempre es posible por
el corolario que vamos a presentar a continuacién, y estas dos situaciones ya sabemos cémo
resolverlas.

Definicién 4.10 (Inversién de un arco en un DI) Sean X e Y dos nodos de azar de un
DI tales que existe un enlace X — Y. La inversion de este enlace se realiza sustituyéndolo
por el enlace Y — X, trazando enlaces desde los padres de X hasta Y y desde los padres de
Y (excepto X) hasta X, y sustituyendo las probabilidades condicionales de estos nodos por
las que se definen en las ecuaciones (2.22), (2.26) y (2.27).

Proposicion 4.11 En todo DI, para todo nodo de azar X que tenga al menos un hijo de
azar existe un nodo Y, hijo de X, tal que no existe ningtin camino dirigido desde X hasta Y.
Al invertir el enlace X — Y se obtiene un nuevo DI cuya utilidad esperada y cuya estrategia
optima son las mismas que en el DI original.

La demostracion es practicamente igual a la de la proposicion 2.47, pues da lo mismo que
los padres X e Y sean nodos de azar o de decision.

Corolario 4.12 En un DI, todo nodo de azar con n hijos de azar y sin hijos que sean nodos
de decision se puede transformar mediante n inversiones de enlaces en un nodo sin hijos de
azar ni de decisién.

En resumen, si C' es un sumidero, lo eliminamos del DI sin més. Si su tnico hijo es U,
lo eliminamos por marginalizacién, como indica la ecuacién (4.27). Y si C tiene hijos que
sean nodos de azar, invertimos tantos enlaces como sea necesario hasta llegar a una de las
dos situaciones anteriores.

4Si estuviéramos en el método de eliminacién de variables con divisién de potenciales, bastarfa multiplicar
esos potenciales para obtener una probabilidad condicional y una probabilidad conjunta, dadas por las ecua-
ciones (4.20) y (4.21); pero aqui no es tan sencillo, porque P(€ : d) no es una probabilidad condicional de una
sola variable, sino una probabilidad conjunta, la cual no puede formar parte de un DI. Por eso tenemos que
buscar otra solucién.
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Eliminacion de un nodo de decision

Cuando vamos a eliminar un nodo de decisién D, podemos encontrar dos situaciones:

1. D no tiene hijos (también en este caso se dice que D es un sumidero);

2. el tnico hijo de D es U.

No puede darse la situacion de que D tenga como hijo algin nodo de decisién o de
azar porque los tinicos nodos que se eliminan después que D en el grafo son sus predecesores
informativos, es decir, sus antepasados en el grafo. Los demas nodos, incluyendo naturalmente
los hijos de D y todos sus demas descendientes, se eliminan antes que D.

Por tanto, D nunca puede tener como hijo un nodo de azar, lo cual implica que ninguna
probabilidad condicional depende de la variable D. Pensando de nuevo en la ecuacién (4.26),
pero teniendo en cuenta que el operador que aparece mas a la derecha es maxg, sacamos las
probabilidades condicionales como factor comun.

Si D no tiene hijos, entonces no pertenece a Pa(U), por tanto 1 no depende de D y, en
consecuencia, 1 no se modifica al maximizar sobre D. En el DI esta operacién es equivalente

a eliminar el nodo sumidero D, sin mé&s.?

Si D es padre de U (su tnico hijo), definimos D como el conjunto de los demds padres de
U, de modo que U(pa(U)) = U(d,d). Al maximizar sobre D obtenemos una nueva utilidad,

U(d) = max U(d, d) (4.28)

En el DI esta operacién consiste en eliminar el nodo D (y todos los enlaces que entraban o
salian de él, entre los cuales estaba D — U), de modo que en el nuevo DI los padres de U
van a ser D, es decir, todos los padres que tenia en el DI original, excepto D. La utilidad de

U en el nuevo DI es U(d).

En este caso no hace falta que U herede los padres que D tenia en el DI original, porque
U(d) no depende de ellos (salvo que formen parte de D, naturalmente; pero en ese caso no
hace falta anadir enlaces porque ya existen).

Algoritmo de inversion de arcos

El algoritmo de inversion de arcos actia iterativamente: en cada iteracion elimina un nodo
de azar o de decision, como ya hemos explicado. Para completar el algoritmo sélo nos falta

5Observe que si un nodo Dj no tiene hijos, entonces ni las probabilidades condicionales ni la utilidad
dependen de D, y por tanto

UE = Znﬁx... max Z Z trilrli)fz H P(clpa(C)y(pa(U))

dj
Ck

Cr+41 Cn—1 cn CeVe
= max . Z Z Z grszzcz H P(c|pa(C))y(pa(U))
<o Ck Ck+41 Cn—1 c, CeEVe

lo cual implica que en el DI el nodo sumidero Dy se puede eliminar en cualquier momento, no es necesario
eliminar primero las variables Cg41, Dg+1,...,Chp.

Sin embargo, en la practica nunca vamos a encontrar esta situaciéon, porque no tiene sentido incluir en el DI
un nodo de decisién que no afecta ni a las probabilidades de otras variables ni a la utilidad. Tampoco puede
haber nodos de decisién sumidero como resultado de aplicar el algoritmo de inversién de arcos (aunque si es
habitual convertir nodos de azar en sumideros, con el fin de poder eliminarlos).
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indicar cémo se selecciona en cada iteracién el nodo que se va a eliminar. Distinguimos dos
situaciones, recordando que C,, es el conjunto de nodos de azar que no tienen entre sus hijos
ningin nodo de decision.

1. Si C,, contiene nodos (es decir, si hay nodos de azar que no son padres de ningin
nodo de decisién), ésos son los primeros que deben ser eliminados. Podemos escoger
arbitrariamente cualquiera de ellos para ser eliminado, aunque por motivos de eficiencia
conviene eliminar primero los nodos de azar sumideros y los que tienen a U como tnico
hijo, con el fin de realizar el menor nimero posible de inversiones de arcos.

2. Si C,, esta vacio, es porque todos los nodos de azar tienen como hijo algin nodo de
decision. Por definicién, en un DI siempre hay un camino dirigido que contiene todos
los nodos de decisién (cf. sec. 4.2.1); en esta segunda situacién ello implica que el ultimo
nodo de ese camino es un nodo de decisién que es descendiente de todos los demés
nodos de azar y de decision del DI. Este es el nodo que debe ser eliminado en la
proxima iteracién del algoritmo.

Al eliminar la decisién D;, los nodos de C; ya no tienen entre sus hijos ningiin nodo de
decisién; si C; no estd vacio, volvemos de nuevo a la primera situacion; si lo esta, eliminamos
D;_1, y asi sucesivamente. El algoritmo termina porque el nimero de nodos en el DI es finito.

Ejemplo 4.13 Para evaluar el DI de la figura 4.1 mediante el método de inversion de arcos,
lo primero que debemos hacer es transformarlo para que tenga un solo nodo de utilidad, como
hemos explicado en el ejemplo 4.9; el resultado se muestra en la figura 4.2.a. Vemos que X
es la Unica variable de azar que no tiene como hijo ningtin nodo de decisién. Por tanto, ésta
es la primera que vamos a eliminar. Pero no podemos hacerlo directamente, porque tiene
un hijo, Y. Por eso invertimos el enlace X — Y, lo cual implica que deben compartir los
mismos padres; es decir, tenemos que trazar un enlace T — X. El grafo del nuevo DI es el
que se muestra en la figura 4.2.b. Las probabilidades de estos X e Y en el nuevo diagrama se
calculan como indican las ecuaciones (2.22), (2.26) y (2.27):

P(z,y:t)=P(x) - P(ylz: 1)
Ply:t)= ZP(x,y i 1)

P(z,y :t)

Plxly:t) = Ply 0

Ahora el tinico hijo de X es U, y por tanto podemos eliminar X. Los padres de X en el grafo
de la figura 4.2.b pasan a ser padres de U en el de la fig. 4.2.c. La nueva tabla de utilidad es

Uly,d,t)=> Plaly:t) Ulx,d,t)

Como ya no hay mas nodos de azar no observables, eliminamos un nodo de decision. El
nodo de decisién que es hijo de todos los demas nodos de decision y de azar es D. Al eliminarlo
obtenemos el DI que se muestra en la figura 4.2.d, cuya tabla de utilidad es

Uy, t) = max Ul(y,d,t)

Al maximizar sobre D obtenemos la politica 6ptima para esta decisién.
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Figura 4.2: Evaluacién del DI de la figura 4.1 mediante el método de inversién de arcos.

En este DI, Y es el inico nodo de azar que no tiene como hijo ningin nodo de decisién.
Por eso eliminamos Y, con lo cual obtenemos el DI de la figura 4.2.e, cuya tabla de utilidad
es

Ut)=>Y Ply:t) - Ulyt)

Finalmente, al eliminar el inico nodo que queda obtenemos un DI que sélo tiene el nodo
U. Su utilidad coincide con la utilidad esperada del DI original:

UE = m?XU(t)

Al maximizar sobre T obtenemos la politica éptima para esta decision.

Como habra observado el lector, los tres métodos de evaluacién de DIs estudiados en esta
seccién (en realidad son cuatro, porque el de eliminacién de variables tiene dos versiones) rea-
lizan operaciones muy similares. En concreto, el método de expansion-evaluacion de drboles
de decision y el de inversién de arcos, si eliminan las variables en el mismo orden, realizan
exactamente los mismos célculos, aunque este iltimo, en vez de tener las probabilidades y las
utilidades dispersas en las ramas del arbol, las almacena de forma compacta en los nodos del
DI, lo cual resulta mas eficiente desde el punto de vista computacional.
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4.4. Construccion de diagramas de influencia

Leer la seccion 3 de [22] y ver el video 4.4 que se encuentra en http: //www. ta. uned.
es/ ~fjdiez/docencia/videos-prob-dec.

4.5. Analisis de sensibilidad

El alumno que lo desee, puede estudiar la seccion 4 de [22].

Bibliografia recomendada

En este capitulo hemos planteado brevemente los fundamentos de la teoria bayesiana de la
decision. Una presentacién formal puede encontrarse en el trabajo original de von Neumann
y Morgenstern [80] y en el libro de Raiffa [69].

En cuanto a los diagramas de influencia, el libro cldsico es el de Howard y Matheson [37].
A nuestro juicio, que coincide con el de muchos expertos en la materia, el libro que mejor
explica los modelos de andlisis de decisiones tanto arboles de decisién como diagramas de
influencia, con un extenso tratamiento del analisis de sensibilidad, es el de Clemen y Reilly
[9]; una de las mejores cualidades de este libro es la cantidad de ejemplos tomados de la vida
real. El libro de Rios, Bielza y Mateos [70] sobre teoria de la decisién explica los érboles
de decisién, los diagramas de influencia, la teoria de la decisién multicriterio, el analisis de
sensibilidad, etc. Los aspectos computacionales de la evaluacién de los diagramas de influencia
pueden encontrarse en estos dos libros y también en los citados en la bibliografia del capitulo 1
(pagina 36).

En cuanto a la construccién de diagramas influencia, recomendamos encarecidamente
dos libros de Ley Borras [52, 53]. El primero de ellos explica en detalle la obtencién de
las probababilidades, como ya dijimos en el capitulo 3. El segundo aborda el andlisis de
decisiones integral, que incluye entre sus fases la construcciéon de un modelo (por ejemplo,
un drbol de decisién o un diagrama de influencia), pero es un proceso mucho méas amplio y
complejo.

En cuanto a los procesos de decision de Markov (PDM), que pueden verse como una
generalizacién de los diagramas de influencia, el libro més famoso es el de Puterman [68],
aunque por su nivel matemadtico resulta muy dificil de leer. El de Sutton y Barto [77] trata
muy bien los PDMs aplicados al aprendizaje en inteligencia artificial. El de Ghallab et al. [28,
cap. 16] trata los PDM y los PDMPO aplicados a la planificacién en inteligencia artificial.
Estos dos tdltimos libros son muy recomendables para los alumnos que quieran aplicar los
modelos de analisis de decisiones en alguno de estos campos.

Actividades

Realizar los ejercicios que aparecen al final de [22], sin mirar las soluciones. Una vez
realizados, consultar las soluciones para comprobar que los ha resuelto correctamente.
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Capitulo 5

Aplicaciones

Resumen

En este capitulo vamos a dar referencias de algunas de las numerosas aplicaciones de los
modelos gréficos probabilistas (MGPs) que se han desarrollado en los campos més variados:
a partir de 1990 el crecimiento ha sido exponencial y uno no deja de sorprenderse del niimero
y variedad de aplicaciones que surgen cada dia.

Contexto

Las referencias citadas permitiran al lector apreciar la importancia de los modelos y los
métodos estudiados en esta asignatura.

Objetivos

El objetivo, aparte de motivar al alumno, es que conozca algunas de las aplicaciones
existentes y que pueda buscar por si mismo otras aplicaciones en el campo que mas le interese,
con el fin de que pueda desarrollar sus propios modelos si algin dia lo necesita en su practica
profesional. Por tanto, no es necesario que el alumno lea detenidamente todos los articulos ni
que llegue a comprender todos los detalles de cémo se ha construido cada aplicacién. Cada
alumno dedicard mas tiempo a unas aplicaciones o a otras seglin sus gustos y sus intereses
profesionales.

Requisitos previos

Para entender mejor este capitulo conviene haber estudiado los anteriores. Sin embargo,
también seria posible leer este capitulo antes de estudiar el resto, como motivaciéon para el
estudio de la asignatura.
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Contenido

5.1. Aplicaciones en medicina

La medicina es el campo donde maés aplicaciones de MGPs se han construido.

Leer el articulo [21] (medicina.pdf), que ofrece una vision de conjunto sobre los MGPs en
medicina.

Leer el articulo [45] (prostanet.pdf), que explica la construccion de una red bayesiana para
cancer de prostata y otras enfermedades uroldgicas. Lo hemos seleccionado porque explica
el proceso de construccion del modelo, mediante refinamientos sucesivos de una red causal,
mientras que casi todos los articulos que se publican solo describen la red final, no el proceso
que se ha sequido hasta llegar a ella.

Por otra parte, el articulo de revisién de los modelos canénicos [23], que ya hemos citado
anteriormente, incluye en la seccién 8.2 una docena de referencias sobre aplicaciones de los
modelos candnicos probabilistas en medicina.

5.2. Aplicaciones en ingenieria

Leer el capitulo 12 del libro de Castillo et al. [7].

Otras aplicaciones interesantes son la desarrollada por Volkswagen para predecir la de-
manda de componentes para la fabricacién del VW Golf [27] (volkswagen.pdf) y la desarrollada
por Boeing para el diagnéstico y mantenimiento de sus aviones comerciales [43] (boeing.pdf).

5.3. Aplicaciones en informatica

5.3.1. Informatica educativa

Este es otro campo en que cada vez se utilizan més los modelos graficos probabilistas. Un
par de articulos interesantes sobre modelado del estudiante en informética educativa son los
de Conati et al. [10] (student-modeling-Conati.pdf) y Zapata [84] (student-models-Zapata.pdf).

Vomlel [79] (adaptive-testing.pdf) ha utilizado redes bayesianas para construir un programa
de ordenador que selecciona las preguntas de un test en funcién de lo que el alumno ha
respondido hasta ese momento.

5.3.2. Interfaces inteligentes

El sistema operativo Microsoft Windows 95 incluia un MGP para el diagnéstico de pro-
blemas de impresién.! El articulo de Heckerman et al. [33] (troubleshooting.pdf) describe
éste y otros modelos de diagnéstico y reparacién de averias. También Hewlett-Packard ha
desarrollado un modelo para diagnéstico de impresoras, denominado SACSO [39] (sacso.pdf).

Por su parte, Microsoft estd investigando activamente el uso de MGPs para hacer inter-
faces que respondan mejor a las necesidades y expectativas de los usuarios: es el denomina-
do Proyecto Lumiere [35] (lumiere.pdf). En las pdginas web http://research.microsoft.

'En la pagina web http://www.cs.huji.ac.il/~galel/Repository se encuentran varias redes bayesianas
y diagramas de influencia para distintos dominios, incluida esta red.
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com/~horvitz/lum.htm y http://research.microsoft.com/~horvitz/lumiere.HTM pue-
de obtener informacién adicional, principalmente documentos en PDF y algunos videos de
demostracién.

5.3.3. Seguridad informatica

Hoy en dia la mayor parte de los filtros de correo basura se basan en el método bayesiano
ingenuo, que hemos estudiado en la seccién 1.2; véase el articulo “Bayesian spam filtering”
en la Wikipedia (http://en.wikipedia.org/wiki/Bayesian_spam_filtering). Sobre el
filtrado de correo basura en Microsoft Outlook pueden verse las transparencias que se en-
cuentran en el archivo mail-filtering.pdf.

También se estan utilizando los MGPs para vigilar las redes informaticas y evitar que los
intrusos puedan causar dafos; véase, por ejemplo, [1] (cybercrime.pdf).

5.4. Aplicaciones en visién artificial

Para este apartado hemos seleccionado dos articulos: el primero [18] (visual-tracking.pdf)
describe un trabajo desarrollado por la divisién de investigaciéon que Intel (el fabricante de
microprocesadores) tiene en China; el segundo [19] (visual-activity-recognition.pdf) es un tra-
bajo hecho en el Instituto Técnoldgico y de Estudios Superiores de Monterrey, en Cuernavaca,
México.

5.5. Aplicaciones financieras y comerciales

En este apartado recomendamos el libro Probabilistic Methods for Financial and Marketing
Informatics, de Neapolitan [59]. En la primera parte (caps. 1 a 6) ofrece una excelente revisién
de las redes bayesianas y los modelos gréficos probabilistas, en la segunda (caps. 7 a 10) analiza
diferentes aplicaciones en el campo de las finanzas y en la tercera (caps. 11 y 12) describe
varias aplicaciones en mercadotecnia (marketing).

5.6. Otras aplicaciones

Por ultimo, vamos a senalar algunas aplicaciones desarrolladas en otras areas, para que el
lector se haga una idea de la variedad de campos en que se estan aplicando los MGPs.

Entre las aplicaciones para sistemas de informacién geografica (en inglés, geographic in-
formation systems, GIS), hemos seleccionado el de Laskey et al. [49] (GIS-Laskey.pdf)

Como curiosidad, hemos escogido una aplicacién a la meteorologia [5] (meteorologia.pdf),
desarrollada en Cantabria, Espafnia, y una sobre musica [82] (harmony.pdf), que utiliza los
procesos de decisién de Markov para armonizar (poner acordes de acompanamiento) a una
partitura.

Bibliografia recomendada

El lector interesado puede encontrar bastantes aplicaciones maés en los libros de Clemen
y Reilly[9], Ley Borras [53] y Neapolitan [59]. Recordamos también que, como dijimos en
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la seccién de bibliografia recomendada del capitulo 4, el libro de Sutton y Barto [77] trata
muy bien los PDMs aplicados al aprendizaje en inteligencia artificial y el de Ghallab et al.
[28, caps. 16 y 17] trata los PDM y los PDMPO aplicados a la planificacién en inteligencia
artificial.

Actividades

Hoy en dia los MGPs se estan aplicando en casi todos los campos. Por ello sugerimos
como actividad que el estudiante realice una busqueda en Internet sobre el tema que més
le interese. Por ejemplo, quien esté interesado en el ajedrez puede realizar una busqueda
con los términos “Bayesian networks” y “chess”, o bien “influence diagrams” y “chess”, o bien
“Markov”, “decision” y “chess”. Se sorprendera al ver cudntas referencias encuentra.
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